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EXALG490 - FACSA, ULG, Liége, juillet 2014.

Pour quelles valeurs du parametre réel m le polynbme

X2 +(2m—-1) X ++m?
admet-il deux racines positives dont I'une est le triple de l'autre?
Quelles sont les racines?

Nous reprenons la solution proposée par l'université :
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~gribomon/prov/Algebre.pdf

Solution. En notant a et 3a les deux racines, on a:
(X —a)(X —3a) = X?> —4aX +3a* = X>+ (2m - )X + m?,

d’oll on tire 2m — 1 = —4a et 3a® = m?. On élimine m en égalant les valeurs de 4m? tirées de ces deux
égalités; cela donne:
1 —8a+ 16a®> = 12¢®> ou encore 1 — 8a + 4a® =0,

équation dont les racines (positives toutes les deux) sont

243 o 2-+3
2 ' 2 )

Les valeurs de m = (1 — 4a)/2 correspondantes sont

_3+2V3 L 2V3-3
2 2

Le 25 novembre 2014.
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EXALGA491 - FACSA, ULG, Liége, juillet 2014.

Résoudre I'inéquation suivante :

(Xx—DIX+4 <2—4x

Nous reprenons la solution proposée par l'université :
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~gribomon/prov/Algebre.pdf

Solution. La condition d’existence est x > —4; on se limite donc au domaine [—4 : +o0[. Ce domaine se

partitionne comme suit:

o Si —4 < x < 1/2, le membre de gauche est négatif et celui de droite est strictement positif;

I'inéquation est vérifiée.
e 5i1/2 <z <1, les deux membres sont négatifs.

e Six > 1, le membre de gauche est positif et le membre de droite est strictement négatif; I'inéquation

n’est pas vérifiée.

Seul le deuxieme cas nécessite une étude plus poussée. Dans 'intervalle [1/2 : 1], Pinéquation se récrit

en
4 — 2
1—=x

V44> ou encore (z +4)(1 — z)* > (4z — 2)?,

ce qui se simplifie en
2 =140 + 9z = 2(2® — 14z +9) = 2(z — a)(x = b) > 0,

avec a =7 — 2v/10 et b =7+ 2/10. On note que a est dans l'intervalle [1/2 : 1[; on a a =~ 0.675.
L’ensemble des solutions de 'inéquation est 'intervalle [—4 : 7 — 24/10].

Le 25 novembre 2014.
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EXALG492 - FACSA, ULG, Liege, septembre 2014.

Résoudre dans C I'équation
(1+22) =(1-22)

Nous reprenons la solution proposée par l'université :
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~gribomon/prov/Algebre.pdf

Solution. En observant qu’aucune solution ne peut vérifier 1 — 22 = 0, on récrit 1’équation en

1+ 22 3 -1
1—22 -

1422
2

Cela se récrit en

1-2
ou A est une des trois racines cubiques de I'unité. En choisissant A = 1, on obtient la premieére solution
z = 0; en choisissant \ = cis (£27/3) = (=1 % iv/3)/2, on obtient

s A—1
2 .
2= —— = +iv3.
i
Ces deux valeurs pour z2 donnent lieu & quatre valeurs pour z:
V3VAE £i)
> :

z

I’équation proposée a donc cing solutions.

Le 25 novembre 2014.
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EXALG493 - FACSA, ULG, Liége, septembre 2014,

Résoudre et discuter me systéeme suivant, dans lequel a est un parametre réel :

ax + y + z =1
X + ay + z =1
X + vy + az =1

Nous reprenons la solution proposée par l'université :
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~gribomon/prov/Algebre.pdf

Solution. Le déterminant du systéme vaut

a 1 1 a+2 a+2 a+2 1 1 1
1 a 1| = 1 a 1 = (a+2)|1 a 1
1 1 a 1 1 a 1 1 a
1 0 0
=(a+2)|1 a—1 0 = (a+2)(a—1)2.

1 0 a—1

Pour a = =2, le systéme est impossible car la somme des trois équations donne

Ox +0y+0z=3.

Pour a = 1, le systeme est doublement indéterminé; I'ensemble des triplets (z,y, z) solutions du systeme
est:

{(Ap, L=A—p): A, peR}.
Pour les autres valeurs de a, le systéme admet une solution unique:

1
a+2’

r=y=z=

Le 25 novembre 2014.
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EXALG494 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

a) Soient r,,r, les 2 racines complexes du polyndme x* +bx + 3 (b e R).
Que vaut r” +r?
b) Déterminer p,q € R pour que x* + px + q soit divisible par x* —2x + 3.

a) Si le trindbme admet deux racines complexes alors son discriminant est négatif :
b?-12<0=-2y3<b<2y3 (1
D'autre part,onar.r,=3etr,+r,=-b=r’+r’+2rr,=b* ou r’ +r/ =b*—6.
Compte tenu de (1), on peut aussi écrire : —6<r>+r1, =b*—6<6

b) Méthode 1 Soit P(x)=x*+ px+q et D(x)=x*-2x+3.
On fait la division euclidienne.

x® +px  +q | x*=2x+3
x} =2x° +3X X+2
0 +2x* +(p-3)x
+2x° —4x _ +6
(p+1)x q-6
:{p+1:03{p:—1: P(x)=x"-x+6
q-6=0 g==6

Méthode 2 Les racines de D(x) sont 1+i/2
Calculons P(1+i\/§)= p+q-5-iv2(p+1)=0

~5=0 ~1
= P+q = P =P(x)=x"-x+6
p+1=0 q="6

Le 2 juin 2015.
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EXALG495 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

a) Résoudre dans R I'équation :
(In(3x))"4(In(3x))" ~In(3x) +4 <0

b) Si |z| et z désignent respectivement le module et le conjugué de z € C, résoudre dans
C I'équation :

ﬂ4+3i‘x=x/3i+2—3i

a) I =In*(3x)-4In*(3x)—In(3x)+4<0
CE:xeRRj
= In(3x)(In*(3x) -1)-4(In*(3x) -1) <0
= (In*(3x) -1)(In(3x) - 4) <0
= (In(3x)-1)(In(3x)+1)(In(3x)-4) <0

e4
In(3x)=4 =>x==—
3
Ce qui nous donne les racines : 1In(3x)=1 = x =§
In(3x)=—l:>x:i
3e
Tableau de signes
1 e &
3e 3 3
Il - 0+ 0 - 0 +

4
Conclusion: | x e 0,i U E,e—
3e 3 3

b) \Jl4-+3i[x = 3i +2-3i = JJ4—3i[x = 6i+2:>x=“€:i/;_:2=%x/6i+2

Le 2 juin 2015.
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EXALG496 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

Résoudre dan IR?, en discutant en fonction du paramétre réel m, le systéme
3X+y+2z=4
mx+2y—-z=>5 (meR)
3x+(M-5)y+7z=7

Calculons les A

3 1 2 4 1 2

A=m 2 -1=2(m-1)(m-6) A,=5 2 -1=14(m-6)
3 m-5 7 7 m-5 7
3 4 2 3 1 4

A,=lm 5 -1=14(6-m) A,=m 2 5/=2(m-6)(2m-9)

3 7 7 3 m-5 7
lercas: m=1 Le systeme devient :

X+y+2z=4
hoh3h -5y+5z=-11 L .
X+2y—-z=5 ———=2 Syteme impossible.
-10y +10z =-8
3X-4y+7z2="7
2éme cas: m=6 Le systeme devient :
3X+y+2z=4
Li=L-Lg —52 = —3

6X+2y—2z= 5%{ 15, 89 Sytéme simplement indéterminé.
3X+y+72=7 B
_Sh-14

15

Le 2 juin 2015.
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EXALG497 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

a) Déterminer a,b e R pour que x> —bx +1 divise x* — x +a.

b) Soient a,B,y les 3 racines complexes du polyndme 3x* +5x* + 4
Que vaut o +B+7vy?

a) Méthode 1
On doit avoir :
x4—x+a=(x2—bx+1)(x2+cx+a)
On développe et par identification, on obtient :
x'—x+a=x"+(-b+c)x*+(a-bc+1)x*+(-ab+c)x+a
-b+c=0 b=c
={a-bc+l=0=>{a-b*+1=0 (1)
—ab+c=-1 —ab+b=-1 (2)
De (1), on tire une condition sura:b*=a+1=a>-1.

De (2), ontire: a:%z—lz be+120:>be }—,ﬂu]o,—)[

De (1) et (2), ontire: —b*+2b+1=0=(b+1)(b*~b-1)=0
1-5 1+45
oo 58 -8 o

Les trois racines satisfont aux conditions et donc

b=-1=a=0

b=¥3 :#

1+5 1++5

=a=
2 2

a

b=

www.matheux.c.la - ALG 49 -9 -



http://www.matheux.c.la/

b) Méthode 2
On effectue la division euclidienne :

x* —X +a | x*—bx+1
+x* —bx’ +X° X’
0 bx® —x? +bx
b b +hb +(b?-1)
0 (b°-1)x* ~(b+1)x
(bz—l)x2 —b(bz—l)x +b* -1
0 —(b+1)+b(b2—1)x a-b?-1

On en déduit que :

—(b+1)+b(b*-1)=0 b+1)(b*-b-1)=0

(b+1)+b(5~1)=0_ [(b+1)(0?~b-1)
a-b*-1=0 a-b’-1=0

On arrive aux mémes équations que pour la méthode 1. Les conclusions sont identiques.

b) Le polyndme peut se mettre sous la forme : ?{x3 + g x* + %)

Le coefficient du x* est I'opposé de la somme des racines = a+p+7y = —g

On peut aussi partir de ~ 3x*> +5x* +4 =3(x—a)(x—B)(x-7)
On développe et par identification on trouve le méme résultat.

Le 22 juin 2014
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EXALG498 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

Résoudre dans R :
a) [x—2|- x| =2x
b)e* +(1-e)e*—e=0

a)[|[x—2|- x| = 2x
On a immédiatement comme condition que x e R*
Si0<x<2, |x—2|=—x+2 etI'équation devient

=2X = -2X+2=2X=> x:%

—X+2-X
%/_J
=-2Xx+2>0
Si x =2 = Equation impossible.

Six>2=|x—2|=x—-2 et I'équation devient :

[x-2-x/=2x=2=2x=x=1 arejeter

b)e” +(1-e)e*—e=0
C'est une équation du second degré en e*

. e-1l% (1—e)" +4e _e-1+(l+e) e'=e=>x=1

2 2 e :—% impossible

Conclusion :

e

Le 22 juin 2015
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EXALG499 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

Résoudre dans R®, en discutant en fonction du paramétre réel m, le systéme

X + 2y + mz = 3m

2x + y - (2m+1l)z = 4 (meR)

4x + By - zZ = 3m-2

X+2y+mz=3m N X+2y+mz=3m
2x+y-(2m+1)z=4—5=="0 50 3y —(4m+1)z=4-6m
4X+5y—-z=3m-2 -3y —(4m+1)z=-2-9m

Le systeme n'est possible que si: 4—6m=-2-9m=>m=-2
Dans ce cas, le systéeme devient simplement indéterminé:

_ 8\-14
X+2y=-6+2A -3
X+2y—-22=-6
x4y 4374 =:2X+y=4-3A = y_77&—16
yree= =1 3
Z=X

Le 2 juin 2015.
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