Exercices résolus de mathématiques.

Algebre

ALG O

EXALGO001 - EXALGO009

http://www.matheux.be.tf

Jacques Collot

Juillet 08

www.matheux.be.tf - ALG0-1 -



http://www.matheux.be.tf/
http://www.matheux.be.tf/

EXALGOO1 - FACSA, ULG, Liege, septembre 1996.

Résoudre I’inéquation suivante :

X3 (x—1) 3
8

X

CE:
1) x3(x-1)=0
0 1
. x3 - 0 + + +
Tableau des signes :
x-1 - - - 0 +
+ 0 - 0
2) x>0
Conclusion: x<0et x>1
3 -
Soit x>0 X(X 1)31 - x2—x—iso
X2 64 64
) 1 9 9
dontlesracmessont:x:—g et X:§ — 1sxs§

Soitx<0 — L'inéquation est toujours Vérifiée.

Solutions :

x<0 lSXSg

oo

Résolu le 9 décembre 2004
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EXALGO002 - FACSA, ULG, Liege, septembre 1996.

Discuter et résoudre le systeme :
X+y+z=2a+1
ax—ay—2z=0
ax+2ay+a‘z=4a’-1
ou a est un parameétre réel.

Méthode du A
1 1 1
A=la -a -2|=-a(2a+l)(a-2)
a 2a a?
2a+1 1 1
A = 0 —a -2|=—(2a+1)(a-2)(az+1)
(2a+1)(2a-1) 2a a2
1 2a+1 1
A =|a 0 —2|=—(2a+1(a-2)(a-1)(a+12)
a (2a+1)(2a-1) a2
1 1 2a+1
A =la -a 0 =a(2a+1)(2—a)
a 2a (2a+1)(2a-1)
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Discussion

X+y+2=0
X=—=12
1 1 1 2 : o —
Da:—é-—e —Ex+—y—22:0 — Simple indétermination
y=—=12
—lx—y+lz=0
2 4
X+y+z=1
2)a=0 —» <-2z=0 —  Systéme impossible
0=1
X+y+2=5
a=2 — 2x-2y-2z=0 — Systeme impossible
2X+4y+4z=15

az+1
X =
a
4)a¢_l’ 0’ 2 N y:w
2 a
z=1

Résolu le 9 décembre 2004. Modifié le 11 février 2005
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EXALGOO3 - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

Résoudre 1’équation
X® —3x° +4x* —6x° +5x* —3x+2=0

sachant qu’elle admet i comme racine double

Soit P(x) I'équation. Si i est racine double, P(x) est divisible par x2 +1:
Effectuons la division on obtient :
P(x) = (x2+1)(x* — 3x3+3x2 - 3x + 2)
Soit Q(x) le deuxieme facteur. Q(1) =0, donc Q(x) est divisible par x —1.
1 -3 3 32
Horner : 1 1 -2 1 2-50(X)=(x-1)(x®-2x2+x-2)
1 -2 1 20

Soit T(x) le deuxiéme facteur de Q(x) . Ona
T(X)=x3-2x24+Xx-2=X3(x-2)+(x—-2)=(x—-2)(x2+1)

— P(x) =(x2+1)3*(x-2)(x-1)

Solutions: i et —i racines doubles, 2 et 1 racines simples.

Résolu le 9 décembre 2004
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EXALGO004 - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

Résoudre
4x3 — 24x% + 23x+ 18,
sachant que ses racines sont en progression arithmétique.

Soienta, a+r et a+2r les racines.
P(x)=(x—a)(x—a-r)(x—a-2r)=x3-3(a+r)x2+(2a+r)(a+2r)x—a(a+r)(a+2r)

24
3a+r)=-2"
(a+r) 2
23 23
(2a+r)(a+2r):7 — [2(2—r)+r](2—r+2r):7 — 4r2+8r-5=0
—a(a+r)(a+2r) :%

- r1:—%<0 arejeteretr,=25 — a=-05a+r=2a+2r=45

Conclusion: P(x) =4(x+0.5)(x—2)(x—4.5)

Résolu le 9 décembre 2004
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EXALGOOS - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

Si X, X, et X, sont les racines de 1’équation

P(x) =x3-5x+ 1 =0,
calculer

S(X)=X2 +X,2 +X,2

P(x)=(x— xl)(x - xz)(x - x3)
= X3— (x1 + X, + x3)x2 + (x1x2 + X, X, + x2x3)x — X X,X, =0
X, +X,+X,=0
— XX, + X Xy + X, X, =9
X, X, X, ==1

2 _y2 2 2
Or (X, + X, + X, )2 = X, 2+ X, 2+ X, 2 + 2X, X, + 2X X, + 2X, X,

—y 2 2 2 _ 2 2 2 —
— 0=Xx2+X,2+X2-10 — |X2+X,2+X,2=10

Résolu le 9 décembre 2001. Corrigé le 11 octobre 2004.
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EXALGOO06 - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

Décomposer x° — 1 = 0 en un produit de 3 facteurs réels.

P(x) est divisible par x-1
543210

. 1 - 4 3 2
Horner.1 1111 1 — PX)=(X-D(X"+x +x"+x+1)
11111 0
Soit Q(x) le deuxiéme facteur:
Q(x) = (x2+ax+b)(x2+a,x+b,)
=x"+(a,+a,)x3+ (b, +b, +a,a,)x2+(a,b, +ab,)x+bb, =0
a +a,=1

b,+b,+aa,=1 a +a,=1

Supposons b, =1— b, :1—>{

a,b +ab,=1 aa,=-1
bb, =1
a, et a, sont solutions de I'tquation : y2-y-1=0
1-5 1+5
— y1=a1:T et y,=a,= 5

— P(X)= (X—l)[xz+ 1+2\/§ x+1j[x2+ 1_2\/§ x+1}

Résolu le 9 décembre 2004
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EXALGO007 — Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.
EPB, ULB, Bruxelles, septembre 2009.
EPB, ULB, Bruxelles, septembre 2018.

Enoncé de Polytech

Ql(x) et ¢ sont respectivement le quotient et le reste de la division du polynéme P(x) par x —a.
Q, (x) et d sont respectivement le quotient et le reste de la division du polynéme P (x) par x—b.
On demande :

Quel est le reste R de la division de P(x) par (x—a)(x—b).

Si Q,(x) est le quotient de cette division, déterminer Q, (x) en fonction de Q, (x).

Enonce de EPB (2009)

Soit P un polynéme en la variable réelle x, a coefficients réels. Si a et b sont deux réels distincts,
déterminer le reste de la division de P par (x—a)(x—b), sachant que le reste de la division de P
par x—a vaut 1 et que le reste de la division de ce méme polynéme P par x—b vaut —1.

Enoncé de EPB (2018)

On considére un polyndme P (x) tel que sa division par (x—1) donne pour reste —30 et
que sa division par (x—2) donne pour reste —54.
a) Déterminez le reste de sa division par x* —3x + 2.
b) Déterminez le polyndme P (x) sachant qu'il est du quatriéme degré et qu'il est
divisble par x(x? +5)
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Enoncé de Polytech

Onadonc : P(x) =(x—a)Q,(x)+c et P(x)=(x-b)Q,(x)+d
et également : P(x) = (x—a)(x—b)Q,(x) +R(x) avec R(x)=RXx+R,

P(a)=R(@)=c=Ra+R —
On en tire (8)=R(a) ! ‘> c-d=(@-b)R, = Rlzﬂ
P(b)=R(b)=d=Rb+R, a-b
c=C_da+R0 N RO:c(a—b)—(c—d)a:ad—bc
a->b a->b a->b
N R(X):c—deLad—bc
a->b a->b

P(x) =(x-a)Q,(x)+c
d N ad —bc

P(X) = (x - a)(X ~b)Q, (X) + ——x
a-b a-b

= (x—2a)Q,(x)+c=(x—a)(x-b)Q,(x)+

c—d ad —bc
X +
a-b a-b
1 (c-d ad —bc
X + -C
ala-b a-b

= Q(x)=(x=b)Q,(x) +

= | Q=(x-b)Q,+Y
a—-b

Enonce de EPB (2009)

2 a+b
X_
a-b a-b

I suffit de remplacer : c =1 et d = —1. Ce qui donne :| R(x) =

Enoncé de EPB (2018)

a) On remplace a=1,b =2, ¢c=-30,d =-54. Ce qui donne |R(x) = —24x—6.|

b) Soit T (x) le polyndme cherché. On a

T(1)=6(a+b)=-30 a+b=-5 a=2
= =

T(2)=18(2a+b)=-54 |2a+b=-3 |b=-7

T(x)=x(x? +5)(ax+b):>{

= T(x)=x(x2+5)(2x=7) = 2x4—7x% +10x? — 35X

Résolu le 9 décembre 2004. Modifié le 22 juin 2010. Modifié le 21 septembre 2018.
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EXALGOO08 - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un polyndme P (X) soit
divisible par (x—a)2 estque P(a) =P’(a) =0 ou P’(x) désigne la dérivée de P (x).

La condition est nécessaire puisque si P(x) est divisble par (x-a)?*:
P(x) = (x—a)2R(x) = P'(x) =2(x—a)R(x) + (x—a)*R'(X)
On vérifie immédiatement que P(a) =P'(a) =0

La condition est suffisante puisque si P(a) =P'(a) =0, alors :

P(x) =(x—a)Q(x) car P(a)=0

P'(x)=Q(x)+(x-a) Q'(x) — P*(a)=Q(a)=0 — Q(a)=0
Donc Q(x) est divisible par (x—a). Dés lors : Q(x) = (x —a)R(x)

et P(x)=(x—a)*R(x) clest-a-dire que P(x) est divisible par (x -a)?

Résolu le 9 décembre 2001. Corrigé le 11 octobre 2004
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EXALGOQ9 - Polytech, Umons, Mons, questions-types 2000-2001.

a) Déterminer les parameétres a et b du polynéme suivant :
P(x)=x3+(a+b+2)x2+(ab+ 2a+ 2b)x+2ab

de telle fagon que le reste de la division par (x —2) soit égal a 5, et que le reste de la

division par (x+1) soit égal a5/4
b) En exploitant ces seules données (sans effectuer la division), déterminer
reste de la division de P (X) par (X — 2)(X + 1)

uel sera le

a) P(X)=x3+(a+b+2)x2+(ab+2a+2b)x+2ab
P(2)=8+4(a+b+2)+2(ab+2a+2b)+2ab=5 — 4ab+8a+8

P(—1):—1+a+b+2—ab—2a—2b+2ab:% N ab-a-b:%

b=-11

4ab+8a+8b=-11 ab+2a+2b:—1—1
1 — — —-3a-3b=-3
ab-a-b== 1
4 ab—a-b==
4
- b=-(a+1)
Remplacons dans une des équations :
1 3 alz—g—>b1:%
-a(a+l)-a+a+l== —» a*+a-—-=0 -
4 4 1 3
a,=——-b,=——
2 2

P(x) étant symétrique en a et b, il n'y a qu'une seule solution.

B) R(X\)=Rx+R, R(2)=R2+R,=5 R(-1)=-R +R =§
- R1=§ et RO:E
4 2
- R(x)=§x+E
27772

Résolu le 9 décembre 2004. Modifié le 10 septembre 2008 (Pierre Bernimont)
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