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EXALGO50 - FSA, ULB, Bruxelles, juillet 1992,
Simplifier

(log , x)’ —log , ax.log ag

(log, x)* —log, ax.logagz(loga x)’ —(log, a+log, x)log, x—log, a)

=(log, x)’ —(1+log, x)1-log, a)=(log, x)’ —(log, x)* +1=1
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EXALGO051 - Espace Math 66.

Résoudre

2X+l + 2X+3 — 21—X + 22—X

ot | X3 _ gl | 92
oxH | X3 _ gl | 92—
2.2°+2%.25=2.2%422.27
22X +22.2°=2742.27

5.2=3.27"
22x :§
5
In§
1
22
X =-0.3685
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EXALGO052 — Exemple.

Résoudre
log,(3x+8y +27)=3
log, (2x+5y Eg)z
log,(3x+8y +27)=3 log,(3x+8y+27)=log, 27
Iogz(2x+5y ;) Iogz(2x+5y+§jzlong3
3x+8y+27 =27 3x+8y =0 X =28
2x+5y+%=% ” 2x+5y:—% ” :2?1
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EXALGO053 - Espace Math 66.

Résoudre :

3
log,92 log, (2x—6)%> =

N| ©

3 1
log, 92 log, (2x—6)3 = =log,, (x—2)—log, 2

N | ©

CE: x>3

31 9
§§|Og3 3 log, (2x—6) :Elog27 (x—2)-log, 2

=2

=%Iog3(2x—6) =%Iog3(x—2)

1 3
<:>Elogg(ZX—G):Elogg(x—z)—loggz
< log, (2x—6)+2log, 2 =3log, (x—2)

& 4(2x—6)=(x-2)
< xP-6x°+4x+16=0
& (x-4)(x*~2x-4)=0  (Par Horner)

Solutions : Xx=4 et x=1+J§
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EXALGO054 - Polyetch, UMons, questions-types 2000-2001.

L’¢équation suivante :

log,.,8a=1+log, a8

X+2

admet la racine x = 2. Calculer a, puis résoudre.

CE:1)8a>0 — a>0

22+8 .y
X+2
2 est solution: — Iog[18a=1+logzaT+8
- Iogzx/@—logza—wzl - Iogz4\/§=1 - 4\/8_=2
4 a+8 a+8
4f2a=a+8 — a2-16a+64=0 — |a=8
Résolution:
Iogx+264=1+|og2 16 - Iog—264 :1+|092 16
X+2 log, (x+2) X+2
6
- ——  =1+4-log,(x+2) — 6=5log,(x+2)—log?(x+2
|OgZ(X+2) 92( ) 92( ) gZ( )

— log3(x+2)-5log,(x+2)+6=0 — (log,(x+2)-3)(log,(x+2)-2)=0

1) log,(x+2)-3=0 — x+2=8 — |x=6

2) log,(x+2)-2=0 — x+2=4 — |x=2

Les deux solutions vérifient les CE.
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EXALGO055 - Polytech, UMons, questions-types 2000-2001.

Résoudre
7
log,e+log, e=—
3
log, xy= !
° 2
CE: 1) x>0
2)y>0
J;+;L—Z In mx—7mxm Inx—7MXm
hx Ihy 3 yrinx=3 Y =3 y
- -
— Inxy:Z MXY=Z
y= 2 2 2

=Z-+ 2In*x-7Ihx+3=0

3
Inxlhy== — Inhx+
2 2In x

— Inx, =3 et MXZ:%

1) Inx=3 —> |x=e

- My:% — |y=Ae

Dlnx=% - |x=e| o> hy=3 —> |y=e
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EXALGO056 - Polytech, UMons, questions-types 2000-2001.

Résoudre 1’équation suivante en x :

Ve —3+\/ej:a

et discuter le nombre de solutions selon la valeur du paramétre a.

CE:1l) e*-3>0>e >3 > x<-In3
2) a>0
Creusons un petit peu ces conditions d'existence :
Remarquons que le premier membre de I'équation définit une fonction en x
qui est décroissante si x croit. Donc comme le maximum de x est —In 3.

En remplagant x par cette valeur, on trouve : a=+/3

En d'autres termes, on obtient une CE plus restrictive sura: a> J3

Résolvons maintenant lI'équation :

ex_gz(a_p)z —a2-2a\e " +e
2
R S R S e

2a
az+3
2a

— X=-2In

2 2
ReprenonslaCE1: » x=-2In a2+33—ln3 — In a2+32InJ§
a a

2
> a’+3>223a > (a—\/§) >0 — Ce qui est toujours Vérifié.

Conclusion :
az+3

Si aZ\/§ ,une solution x=-2In 5
a

Si a<<3 , pas de solution
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EXALGO057 - Mons, questions-types 2000-2001.

Résoudre 1’¢équation :

log,(x+1)+log, x <1

CE: 1) x>0
Donc:

log, (x+1)+log, xlog,2<1 — Iogz(x+1)+%log2x<l
1 1
— log, x?(x+1)<1 — log, x2(x+1)<log, 2

1
— xX2(x+1)<2 > x(x+1)2<4 > x3+2x2+x-4<0

— (x-1)(x2+3x+4)<0

Or le A de x2+3x+4 est négatif, d'ou la solution: | 0<x<1
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EXALGO058 - Polytech, Umons, Mons, 1992.

Calculer la n-ieme puissance de :

w N -
N B O
— O O

Solution proposée par Hugues Vermeiren

1. Méthode de récurrence

On calcule a la main les premiéres puissances de M, on devine ce qui se passe et on essaie Une récurrence...
On trouve successivement :

1 00 1 00 1 0 0
M'=|2 1 , M?=1|4 1 , M*=|6 1 0
3 21 10 4 1 21 6 1

1 00 1 0 0

M*=18 1 0 , M°=[10 1 o0

36 8 1 55 10 1

Les éléments a1 et azs semblent étre de la forme 2n
Les éléments a3 semblent constituer la suite : w,, = {3, 10, 21, 36,55, ...} dont les différences successives sont
A, ={7,11,15,19...} = {3+ 4n|n € N}.

Les termes de u,, sont donc (sans doute!) les sommes partielles de la suite A,,, qui est arithmétique de raison 4, soit :

An + Anfl 3+ [3 + 4(”’ _ 1)}

un:n-fzn 5 =n(2n+1).
1 0 0
Supposons done que M "™ = 2n
n(2n+1) 2n 0
On a alors :
1 0 0 1 00 1 0 0
M =M"-M= 2n 1 0)-1210]= 2n +2 1 0
n(2n+1) 2n 0 3 21 2?2 +5n+3 2n+2 1

Comme 2n? + 5n + 3 = (n + 1) [2(n + 1) + 1], I'ypothése de récurrence est vérifiée.
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2. Binome de Newton et matrice nilpotente

On décompose M en une somme de deux matrices 3 X 3 qui commutent et on applique le binéme de Newton.
(Si les matrices A et B ne commutent pas, on n'a méme pas (A + B)2 = A2 1 2AB+ B?)

Si M = A + B, si A et B commmutent et si les puissances de A et de B s'expriment simplement, la méthode peut
fonctionner.

Un bon choix pour B est la matrice identité I: elle commute avec toutes les autres.

0 00 100
M=A+1 ot A=|2 0 0|etI=10 1 0
3 20 0 01
OnaI™ = I quel que soitn € N et
0 00O 0 00
A=looo| , &=f0o 00
4 00 0 00O

A partir de l'exposant 3, toutes les puissances de A sont nulles!
Une matrice dont une des puissances est nulle est une matrice nilpotente.

Comme A et I commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton:

MM =(A+I)" = Z (:) Ak Lk = Zn: (:) A*

k=0 k=0

Les coefficients (:) se notent aussi CF .

Mais A* =0 pour k > 3, donc:

k=0
1 00 0 0 0 0 00 1 0
M'=1010|+]|2n 0 0]+ 0 0 0]= 2n 1 0
00 1 3n 2n 0 4.0 g g n(n+1) 2n 0
Note de Jacques COLLOT

Pour trouver l'expression de I'elément a,,, on peut utiliser la méthode de Newton des différences
divisées. (Voir ci-aprés quelques exemples qui expliquent la méthode).
n P(n) A A, A,

1 3
7

2 10 2

2 o n , 0 L P(N)=3+7(x=1)+2(x=1)(x=2)+0(x=1)(x—2)(x=3) = x(2x +1)
15 0

4 36 2
19

5 55
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Exemple 1
Trouver un polyndme Plx) qui pour x = 2, 3,4,0 prend les valeurs 3,2,-1,-6

2 P(Bx:' A by by
=

s —14—(;3)?1
-1-2_ - —1-(-1) _
4-3 -2

4 —55—(;3)?

—6-(-1_ B
s ¢ 5-4

= Plx)=3-1x-2)-1{z=-2) x=3)4+00x-2)(x=3)(x—4) = x* +4x+1

Exemple 2
x={0,12,34,5} = Plx)={1,3,6,12,23,41}
x Plx) by h i, Ay
01
ER
1-1
1 =z 3-2_1
-0 Z
301
2-1 i-1 3
° & E:E 0
3-1 2
i 3
3-8 _g 1731
3-2 11-6 5 4-1 3
312 — == 0
4-2 2
9 A
23'”:11 ﬁzl
43 11 9 7 .
4 23 =
41-123 32
=18
5 41 °7f
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Exzemple 3
x={-10,2,6,8} = Plx)={0,-4,-6,-322,-828}

x Plx) Ay Ay A, A,
b0 4-0
u_ (_1) =4
0 -4 ‘1‘(':“‘;=1
2-(-1
-ﬁ-(-4)=_1 -13|E-1)=_2
2-0 6-1-1
5 _g kel S R 0
-1
5322 - (-8 —_79 —29-1-13) _ 5
6-2 _253- (9} -0
—g28 - [-322 N
o LaD oo

2 828 8-5
Plad=0-ale et oo oo 2 o (a0 G m 00 2D 40 G ) e — 0 (= 20 (- 60

=-2x +3x" +x-4

Modifié le 1 aolit 2005. (Steve Tumson). Modifié le 3 novembre 05 (Severy). Modifié le 22 février
2016 (Hugues Vermeiren)
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EXALGO59 - EPB, ULB, Bruxelles

Déterminer A de telle facon que

-1 2 0 3 4
1 2 1|.A=/8 5
-2 1 2 6 4

En vertu de la régle de multiplication des matrices, on détermine que A est composé
de 3 lignes et de 2 colonnes . ([m.n].[n.p]=[m.p])

Méthode 1
& b
Soit A=| a, b, |,en effectuant la multiplication et apres identification,
a; b
on obtient les deux systéemes d'‘équations suivants :
-a, + 2a, =3 b, +2b, =4
a +2a,+a, =8 et b +2b,+b, =5
—2a,+a, +2a,=6 -2b+ b,+2b,=6
10
dont la résolution donne la solution: A = |2 2
31
Méthode 2
120 3 4 -1 2 0Y' (3 4
Ona: | 1 2 1|.A=|8 5|=A=] 1 2 1| ./8 5
-2 1 2 6 4 -2 1 2 6 4

Il suffit donc de calculer l'inverse de la matrice carrée.

Apreés calcul, on obtient :
1

-1 2 0) -3 4 2
12 1 _L 4 2 -1
11
-2 1 2 -5 3 4
Ce qui donne finalement :

3 4 2)(3 4) (10
A=1—1142—1.85=22
5 3 4)l6 4) (31

Modifié le 27 octobre 2017
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