Exercices résolus de mathématiques.

nalys

ANA 22

EXANA220 - EXANA229

http://www.matheux.be.tf

Jacques Collot

Juillet 08

www.matheux.be.tf - ANA 22 -1 -




EXANA220 — FSA - UCL - Louvain, septembre 07.

Un chocolatier veut concevoir une nouvelle boite avec un couvercle carré :

.................................

La boite a deux cbtés de longueur a (en m), et sa hauteur mesure b (en m). La
quantité de carton nécessaire pour construire la boite dépend de la surface des
quatre faces latérales ainsi que de la surface du fond de la boite (le couvercle n’est
pas compté).

Etant donné une quantité de carton disponible pour construire une boite
correspondant a une surface fixée S (en m?), on souhaite calculer les valeurs de a
et b qui maximisent le volume de la boite.

Pour résoudre cette question, on propose de procéder comme suit :

1. Exprimez algébriquement la quantité de carton nécessaire "a la
construction d’'une boite de dimensions a et b, ainsi que le volume de la
boite correspondante.

2. Alaide de ceux deux expressions, exprimez le volume de la boite comme
une fonction dépendant d’une seule variable.

3. Déterminez alors le volume maximal atteignable par une boite, ainsi que les
dimensions correspondantes a et b.

2
Surface de la boite : S = a* +4ab > b= S4 4
a

Volume de laboite : V =a’b >V =%(S—a2)

Le volume sera maximum si la dérivée en fonction de a est nulle :

_ 2
d—V:l(S—az)—l2a2:S 3a ZO—)a:\/E
da 4 4 4 3

\F dv
a<,)——>—>0
3 da
\F dv
a>,[——>—<0
3 da

Donc:S=§+4\/E,b_>b:\/E
3 3 3

Autrement dit : a = b et la boite est un cube. (Résultat attendu)

11 s'agit d'un maximum :

3

Enfin, le volume vaut : V' = (;j ?

30 jan 08
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EXANA221 - FACS - ULBL - Bruxelles, juillet 07.

Soit la fonction f'de R dans R définie par

f(x)=\x]e™

et € la courbe d'équation y = f(x) (Cest le graphe de f).
a) La fonction f'est-elle dérivable en 0 ? Justifier (utiliser la définition de
la dérivée).
b) Calculer f” (x) et f”’(x)
c) Déterminer une équation cartésienne de la tangente a C au point
d'abscisse 1
d) Etablir le tableau des variations de f; /" et f/*” contenant

a.
b.
c.

d.

les racines de f, " et f*’

les signes de f” (x) et de /7 (x)

les extrema de f; les domaines de croissance et de décroissance
de f

les points d'inflexion de f'et les domaines de concavité vers le
haut et vers le bas de /'

e) Tracer soigneusement la courbe € d'aprés les résultats du d).
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a) Calculons

«/ x+h|e ()’ F
N x+h|e (o) x+h

=lim
h—0

R T B

-l
—(x+h)
=lim.f| x+/ |e—+hme I x=h] =]
h—0 h h—0
(x+h) _ ’ ’
=lim |x+h | hmivthme “ lim x+h
h—0 h—0 h h—0 h—0

:\/m.(e_x )'+e_x +(\/M)'= |x|.e_" .(—2)c)+2\/m x '

2\/7(_4" D)

S 0 = () = E (—ax? +1
upposons x>0 — | x |=x — f'(x) 2\/;( x +)
La dérivée en x = 0 est alors : lim—~ ( —4x* + 1) =

0 2\/_

Supposonsx<0—>|x|:—x —>f'(x):

2

.
2\/3

+4x* —1) = -0
(4 -1)

(+4x” -1)

La dérivée en x = 0 est alors : lim

0 2\/3

La dérivée a gauche et a droite sont donc différentes.

La fonction n'est pas dérivable en x = 0. Il y a un point de rebroussement.
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b) Notons que la fonction est paire car f (—x) = f(x)
Nous pouvons donc étudier la fonction pour x > 0.
Pour x <0, il suffira de faire une symétrie d'axe Oy

Soit donc le cas : x>0 — f(x) = Jxe™

7x2

La dérivée premiére a ét¢ calculée au point a): f'(x) = ¢ (1 - 4x2)
2Jx
1
x=—
2

Ses racines sont : .
X =—— arejeter, mais qui correspond au cas x <0

La dérivée seconde est :

e (—2x).2x/;—e’)r2 .2.2\1/; -
f"(x) = . (1—4x )+m(—8x)

2 2
=X

[(—4x2 —1)(1—4x2)—16x2] - 5[(16;5‘ ~16x* 1)

V2445
2_2+\/§_> x= 5 =1.029
4 [
2+35 Correspond au cas x <0

ex
2x

Ses racines sont : Y=

2

x’ =2_ > <0 A rejeter
e 3

"(x)= 1-4x> '(1)= ——=-0.552
c)f(x) 2\/;( x)—)f() e
£(1)=2=0368
e

Latangenteest: t=y— f(1)=f'(1)(x-1) > |t =y =-0.552x+0.92
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Tableau des variations

—00 -1.029 -0.5 0 0.5 1.029
+ + 0 -

+00

'

/(%) +

7"(x) + - - - - +

f(x) /! /! /' Max N\ Point de /' Max N\ N Ny
v PI:0352 N~ 055 ~ rebroussement n 055 v Pl[:0.352 v

+ 0 - - -

—00 |+OO

0 - 0

L
b
y

30 jan 08.

www.matheux.be.tf - ANA 22 -6 -




EXANA222 - FACS - ULBL - Bruxelles, juillet 07.

Soient f'et g les fonctions de R dans R définies par

)= . gl(0)=

1+¢€* Cl4e

On note
1 1
I=[, f(x)dx , J=[, g(x)dx
a) Calculer f(x) + g (x), en déduire / + J (sans calculer / et J )
b) Calculer J et en déduire /
c) Démontrer que pour tout x € R+ : f(x) < g (x)

d) Calculer l'aire du domaine
D::{(x,y)e]R2 10<x<]1, f(x)SySg(x)}

a)f(x)+g(x): 1x+ ! = 1x+ xex =1

I+e
Par conséquent :

lxdx+j(;%dx:“( ! + ! jdxzj'(l)ldx=[x];=l

1
I+J=IO X —-X
l+e l+e 1+e* 1+e

1 1d(ex+1) . ! e+l
D)= [y dv=f —— =[In(e +1)]0=ln(e+1)—ln2=ln7:0.62
Donc:I:1—J:1—lne—+1:1ne—lne—+lzln£:0.38
2 e+1
1 1 e’ 1 e’ -1

C)g(x)_f(x):1+e’x l+e" e +1 1+¢e° e +1
e —=1>0 e’ —1

VxeR*:eXZIA{ —»>——20->g(x)-f(x)20—> f(x)<g(x)
ef+1>0 e +1

d)D={,(g(x)-1(x)) dx=J—1:1ne;1_1n 2e :ln(eH)
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X
o 1
Xl=—_
T f[- I l+ex
o g(x)= 1_,5
l+e
- ] >
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EXANA223 - FACS - ULBL - Bruxelles, juillet 07.

a) Soit n € N. Calculer

Jo Lx ]

ou | x| estle plus grand entier <x

b)Soitt e R". Calculer

JoLx]dx

Indication : | ¢ [<7<|7|+1

5 —o
4 ——

3 —

—_
N
w
I
o
o
~
o)

a) Comme la figure ci-dessus le montre :

INEd dx:0+1+2+,..+n_2:i_ill-:”(”2—1)
i=0

www.matheux.be.tf - ANA 22 -9 -




1]

] t |t
) z_LtJ‘

b) Notons que : LtJ <t< LtJ +1 et que Ltj eN

Done: [, | x]dv=[}"| x]dv+[ | x]d

I

i ZIOMLXJ = L) (L)1)

2
L=(t—[t])t] Voirfigure

o~ INE1 dxzwﬂt—w).pj =U7J(L1J—1+2z—2m)
ai-ga-

30 jan 08.
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EXANA224 — FACS - ULBL - Bruxelles, septembre 07.

Soit la fonction f'de R dans R définie par

2

f(x)z8‘x‘e—x7

et € la courbe d'équation y = f(x) (€ est le graphe de f).

a)

b)
©)

d)

La fonction f'est-elle dérivable en 0 ? Justifier (utiliser la définition de
la dérivée).
Calculer /' (x) et f " (x)
Déterminer une équation cartésienne de la tangente a C au point
d'abscisse 1
Etablir le tableau des variations de f; f et f *’ contenant
a. lesracinesdef, f ‘etf
b. lessignes de f “(x) etde f " (x)
c. les extréma de f, les domaines de croissance et de décroissance
de f
d. les points d'inflexion de f'et les domaines de concavité vers le
haut et vers le bas de f

Tracer soigneusement la courbe € d'aprés les résultats du d).

a) Calculons

()c+h)2 2

8| x+h |.eiT—8| X |.ef%

70=ln h
_(een)® 2 e 2

. 8| x+h |.e 2 —8| x+h |.e 2 +8| x+h |.e 2 —8| X |.e 2
=lim

h—0 h

(x+h)’ i .
X —

pim8|x A | lim ¢ s fimse > gim L]

h—0 h—>0 h h—0 h—0

¥’ ¥’

= 8| X |[62J +eix7.(| X |) = —8x| X |.e;7 +e¥7.(| X |)

2

—se [~ x|+ ( 1]

1) casx>0—>|x|=x—>f'(x)=867x7(—x2+1)

2
X

La limite de la dérivée en x =0 est lirr&f'(x) = 81irr(}ef7 (—x2 +1) =8

2) casx<0—>|x|=—x—>f'(x)=8€7%(x2—1)

xZ

La limite de la dérivée en x =0 est lim f'(x)=8lime * (x*-1)=-8
x—0 x—0
Les dérivées a gauche et a droite ne sont pas égales.

La fonction n'est pas dérivable en x = 0 ou nous avons un point anguleux
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b) Notons que la fonction f (x) est paire. Nous étudierons donc la fonction pour x > 0.

Pour x < 0, nous ferons une symétrie d'axe Oy.
Soit donc x >0
2

Dans ce cas la dérivée premicre a été calculée au point a): f '(x) =8e 2 (l - xz)
. x=1
Ses racines sont : . .
x =—1 A rejeter, mais correspond au cas x <0

x? x?

8e 2 (—)c)(l—)c2)+8ef7 (—2x)

La dérivée seconde est : /"(x)

= 8xe7)67 (x2 —3)

x=+3

Ses racines sont :
x=-3 Correspond au cas x <0

1
c) La tangente en x =1 est simplement la droite horizontale :y = f (1) =8¢ 2=4.85

Puisque /(1) =0

d) Tableau des variations

3 -1 0 1 V3
f'(x) | + + + 0 e £ 0 - - -
)|+ 0 - - - - - - 0 .
f() / / /' Max \ 0 S Max \ N N
¥ U ]Z(—\/§,3.09) N NN N NN I:(«/§,3.09) U
30jan 08
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EXANA225 - FACS - ULBL - Bruxelles, septembre 07.

a) Soit la fonction de R dans Z définie par
f(x) :min{| x|, xz}

oumin {a, b} est le plus petit des deux nombres réels a et b

— Tracer le graphe de f

— Pour a > 0, calculer en discutant les valeurs de a

a
Jo /()
b) Calculer
n
J‘Tf In(tan x) dx
6
Indication : Scinder cette intégrale en une différence de deux intégrales et, dans

I =
une poser u = E X

AT fx=+2

—

L 2
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a) Il est facile de vérifier

x2£|x| si xe[—l,l]
x’ >| X | si xe ]—oo,—l[u ]l,+oo[

De plus, remarquons que la fonction est paire

2
, X

3
- L‘; x’dx = 2I0ax2dx = 2{% ===

0

Donc :

2
X

a e[—l,l]—)f(x)=min{| X

a=le ]-o0,—1[U]L,+0[
—)_[_[; f(x) abc:ZJ'O1 f(x) dx+_[1a f(x) dx
=2J'01x2dx+2jla x dx

2 a
(.0 I S S R S
3772 3 3

flx)=In ;"tarl[ x_']\j

—

o =
=
Il

WA
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T T T

I:EIn(tanx) dx =jj In(tan x) dx+'fjln(tanx) dx

6 6 4
T T
X=——>u=—
4 4
i
T X=——>U=—
Dans le deuxiéme terme, posons : u = ——x —> 6
2 dx =—du
i 1
tan(x)=tan(——uj=cotu=
2 tanu
=z n 1 T 1 n
Donc : [ In(t de=—[°1 du=[*1 du=—{*In(t d
onc IZ n(tanx) dx jg n(tanuj u _[2 n(tanuj u jz n(tanu) du
Finalement, :I=j§ln(tanx) dx =jf ln(tanx) a’x—.[nZ ln(tanu)du =0
6 3 6

30jan 08
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EXANA226 — FACS - ULBL - Bruxelles, septembre 07.

Dans I'espace euclidien R* muni du repére orthonormé Oxyz, soient

— S laregion du plan Oxy définie par
S=(x,7.0)eR® | ZE<x<Z 0<yp<cos’x
{(v0)e® | FexsT0sy

— D le solide engendr¢ par la rotation d'un tour complet de S autour de I'axe Ox

a) Faire le croquis de §
b) Calculer l'aire de §
¢) Calculer le volume de D

f(x)=cos?x

({
I
(SO =

=i

w
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a) f(x)=cos’ x est une fonction paire.

S=jicoszxaz’x=2jogcoszxoz’x=2j0EM

2
s T
+—=|=
2

b) D =n| i (cos2 x)2 dx = 271'[050054 x dx

2

dx=jgcos2xdx+j‘g dx

S Nla

= %[sin 2x]

., . 4
Linéarisons cos” x sachant que cosx =

ix —ix

4
e +e 1 . . . . e
COS4 X =( j =?(e4lx +4e31xe ix +6621xe 2ix +4etxe 3ix +e 41x)

1 4ix ~4ix 2ix —2ix 1
- (e Te  L4f e +3J=—(cos4x+4cos2x+3)

o LT n n n
Donc : D=§I02(cos4x+4cos2x+3) dxz%r(.[ozcos%c dx+4.[ozcos2x a’x+3.[02 dxj

m b3 2
:E(l[sin4x]2 +i[sin2x]E +3£j = 3
4\ 4 2 2 8

0 0

30 jan 08.
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EXANA227 — FACSA - ULG- Liége, juillet 08.

Soit la fonction

f(x)=x+ exp(_—aj
b
ou a est un parametre réel positif ou nul. En discutant en fonction de a s'il y a lieu,
1. déterminez le domaine de définition de f ;
i1. déterminez les éventuelles asymptotes du graphe de f
ii1. déterminez et caractérisez les éventuels extrema de f

1v. étudiez la concavité du graphe de /et situez-en les éventuels points d'inflexion ;
v. esquissez le graphe de 1 .

Nous reprenons la solution proposée par I’université.
http://www.montefiore.ulg.ac.be/%7Egribomon/prov/Algebre.pdf

Notons d'abord le cas particulier a = 0. Dans ce cas, la fonction est donnée par f(x) = x+1.
1. Elle est définie sur R.
i1. Elle se confond avec son asymptote oblique en —o et +
ii1. Elle n'a pas d'extremum.
iv. Elle n'a pas de point d'inflexion

v. Son graphe est représenté comme suit

1 y=x+1

=y
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Considérons maintenant le cas a > 0.
i. La fonction f* est définie sur R\{0} puisque a/x est défini sur R\{0} et que la fonction
exponentielle est définie sur R. (Elle est également continue et dérivable sur ce méme ensemble.)
il. — Asymptotes verticales ?

Nous constatons que

lim f(x)=0" +exp(+o0)=+w

x>0~

et que
hj}? f(x)=0"+exp(-w)=0"
Ainsi, la fonction approche 1'asymptote verticale x = 0 a gauche de 0. A droite de 'origine, la
fonction f* possede une limite égale a zéro qui est approchée par valeurs positives.
— Asymptotes horizontales ?
De
lim f(x) =200+ exp(O) =Zo0

x—>to0

nous déduisons qu'il n'y a pas d'asymptote horizontale.

— Asymptotes obliques ?

Comme
exp(—aj
limLX):1+lim Y ) g
xotw  x x>k X lim x
et

lim (/(x)-x)= lim exp(_—aj =1

X—>Fo0 X—>Fo0 X

le graphe de f/ posséde I'asymptote oblique y = x +1 aux voisinages de +oo et de — oo.
Nous pouvons méme préciser cette dernicre limite puisque

lim exp (—_aj = exp(Oj’) =17
x

xX—>Fo0
Ainsi, le graphe de f* est situé en dessous de 'asymptote au voisinage de +o et au-dessus au
voisinage de —oo.
En conclusion, le graphe de /" posséde deux asymptotes :
e ['asymptote vertical x = 0, approchée par la gauche,
e ['asymptote oblique y = x +1 aux voisinages de +oo et de —
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iii. En vue de rechercher les extrema éventuels, calculons la dérivée de f, a savoir
a —a
f'(x)=1+—zexp(—j
X X
Cette dernicre est strictement positive sur R\{0} donc la fonction f* croit de —o a 0 et

de 0 a +oo et il n'y a pas d'extremum dans R\{0}.

Notons également que l'on peut montrer que
lim f'(x)=1
x—0" f ( )
ce qui signifie que, lorsque x tend vers zéro par la droite, la pente de la tangente au

graphe tend vers 1.

iv. Pour déterminer la concavité et les éventuels points d'inflexion, calculons la dérivée
seconde de f sur R\{0} :

S )

:%(—2x+a)exp(_—xaj

X
Elle s'annule uniquement en x = a/2 et change de signe de part et d'autre de ce point.

Le graphe posséde donc un seul point d'inflexion situ¢ en x =a/ 2.

v. En vue d'esquisser le graphe, nous dressons le tableau récapitulatif :

—00 0 al? +00
f! + ot
I + + 0 -
Ao S/
f |- +00
) o v Pl U

Le graphe a l'allure suivante pour touta >0 :
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e i

—

=y

Notons que si nous prolongeons la fonction par sa limite ‘a droite en 0, nous pouvons dire que la

fonction ainsi d’efinie admet le minimum local 0 en x = 0.

30 juillet 08.
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EXANA228 — FACSA - ULG- Liége, juillet 08.

A. Selon la théorie lin¢aire des vagues en eaux peu profondes, les particules d'eau situces a
la surface de la mer et participant a la propagation des vagues de periode 7 sont animees
d'une vitesse dont les composantes horizontale et verticale sont décrites respectivement par
2nHU
A

ou ¢ designe le temps, ou @ =27/7T est une constante caractérisant la pulsation des vagues

u(t)=Usin(wt) et v(t)=

cos(wt)

etouU, H et A sont des constantes strictement positives deécrivant respectivement la vitesse
horizontale maximale, la profondeur et la longueur d'onde des vagues.
A.1 Determinez le déplacement horizontal x(¢) des particules en fonction du temps sachant que

celui-ci est donn¢ par

x(t)={ u(t) dt

A.2 Déterminez la hauteur des vagues z(¢) en fonction du temps sachant que celle-ci verifie

C'(t)=v(t) et [ G(t)dt=0 ou r=2"
™
A.3 Calculez I'¢nergie cinetique moyenne (la composante v de la vitesse est négligee)
= l.r1 5 21
Ecin:— —pu”(t)dt ou T=—
T .[ 0 2 p ( ) ®
et ou p désigne la masse par unité de volume de I'eau.
B. On considére maintenant le cas ou
. . 2
u(t)=U,sin(wt)+ U, sin(4ot) on T=2F
™

(ou U, et U, sont des constantes). Ceci traduit la présence simultan¢e de vagues de périodes
T et T /4. Montrez que 1'énergie cinétique moyenne correspondante est ¢gale a la somme
des €nergies cinétiques moyennes associées aux deux composantes U, sin(w?) et U, sin(4wt)

considereées séparément.
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A.1 Le calcul de la primitive conduit a

x(t)=[ u(t)dt =] Usin(ot)dt = —%cos(mt)+C

ou C est une constante.

A.2 Puisque la dérivée de C est v, nous déduisons que { est une primitive de v donc que
c(1)=] v(r)dt =] 2HY cos(wr)dr = Y

ou C' est une constante. La contrainte

Jy &(e)de =

sin(w)+C'

s'écrit alors

0= c(o)ar=[; 222
= [— 2;:H2U cos(ot)+ C't}

mﬂm0+cj

T

Y 0
:2255] (1—cos(mt))+C'T
avec T = 2_715 cest-a-dire
®
0:2;55](1—005(2n))+%0 20)C'

qui conduita C'=0

En conclusion,

A.3 Il vient
cm=—4 —pu()

U jzn/w sin’ (wt)dt

2n 2
= wz;f j'ozn/w ;(1 cos(2cot))dt
3 (opU2 t_sin(2(,0t) arle
 8n 20 .
_ opU’ 2_n= pU’
8t o 4
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B. On calcule aisément
1.r1

Ecin:_ d

7o geut(1)dr
=%j0 Ep[Ul sin(ot)+U, sin(4(ot)]2dt
1

=— Tlp U’sin’ (ot)+U’sin’ (4ot)+2U U, sin(ot)sin (4wt |dt
770 2 LT ? b

=l Tlp U’ sin’ (ot a’t+l Tlp U’sin’ (4ot) | dt
702 ! T°°2 ?

1.7 . .
+?j0 5p[2U1U2 sm(cot)sm(4cot):|dt
Les deux premiers termes de cette expression représentant la moyenne des énergies cinétiques

associées aux deux composantes U, sin(o?) et U, sin(4mt?), 1'énergie cinétique moyenne totale se

réduira a la somme des contributions de ces deux composantes si
—_f —p[2U U, sin (ot )sin (4wt ]dt
C'est bien le cas puisque

I ()T%ppUlU2 sin(cot)sin(4cot)]dt:%jg [sin((ot)sin(4(ot)]dt

plé Uzj [ cos(3w¢) - cos(Sawr) |dt
_pUU, sm(30)t) B sm(Swt) !
ooor 30 50
_pUU, [ sin(3wT) _sin(5oT)
20T | 3 5
_pUU, | sin(6m) _sin(10m)
C4m | 3 5
=0

30 juillet 08.
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EXANA229 - FSA - UCL - Louvain, juillet 08, série 1.

1) Calculer la primitive de la fonction suivante :
f(x)=2x arctan(x)

2) Calculer la limite suivante :

lim 51n(2u -D—Inu
wsl oyt =2u+1

3) Esquissez le graphe de la fonction
f(x)=max {4x—x2,0}

puis calculer l'aire du plan situé entre ce graphe et l'axe des abscisses.

4) Soit f une fonction paire et dérivable. Démontrez rigoureusement que /'(0) =0

Solution proposée par Steve Tumson
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1)

2)

3)

D'abord par partie :

u = arctan(x) du = dx 5
1+x
dv=2x dx v=x’
2
= I2x arctan(x) dx = x” arctan(x) —J. al —dx
I+x
Puis une feinte algébrique classique :

I X’ dx = Iﬂdx =J. L dx — .[ " +1x2 dx =x —arctan(x)

1+x? 1+x7 1+x?
On a donc :
j2x arctan(x) dx = x” arctan(x) — x + arctan(x) + Cste
On utilise I'Hospital
cos(u—1)— 1
limsm(;t—l)—lnuzg H >1imsm(?_l)_lnu:lim u _0
ust oyt —=2u+1 0 usl oyt —=2u+1 u=—1 2u—2 0
1 . 1
cos(u—1)—— —sin(u—1)+— 1
7_5lim U —lim U —|-
u—1 2u — 2 u—1 2 2

La fonction f(x)=max {4x -x7, 0} peut aussi s'écrire :

|

f(x)=0 Si 4x-x"<0 o xe]—oo,O[U]4j+oo[
f(x)=4x—x" si 4x—x*>0 & xe[0,4]
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F(x)=max {4x - x:fO}

L'aire sous la courbe se calcule donc comme suit :
4 37
I(4x—x2)dx =l -1 = 32—ﬁ= 32
0 3, 3 3
4) La fonction est paire, donc f(x) = f(—x) par définition. Mais quand est-il de la dérivée ?

fv(x)zlhii%f(x)_i(x—i_h)

> lim
h'—0

>1im
h—0

f v(_x) — 1}1% f(_'x) B i(_x + h) f()=f(-x) f(-x) _i(x — h) h=—h" : f(x) __fh("x +h ’) — _f v(x)

Sa dérivée est donc impaire !

Enx=0,onadonc f'(—x)=—7"(x) < f'(0)=~-£"(0)

11 faut donc obligatoirement | f'(0) =0

23 juillet 08. (Relu par Benoit Baudelet)
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