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EXANA320 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2011.

Calculer (en justifiant les calculs) :
8) [ ¥ dx

b) f sin5x cos5x e*dx

7
a) j-:x/xz dx=2jo7x/x2 dx=2j07x dx=2{§} =[49]
- 0

b) I = | sin5x cos5x e*dx = 1 sin10x e* dx
2

f'=e f=e =1 :%[sinlox ex—1oj cos10x e” dx

g =sin10x g'=10co0s10x

I ':I c0s10x e* dx
f'r=g* f=¢"
g =cosl0x g'=-10sin10x

[t

= | '=c0s10x e* +le sin10x e* dx

=21

=9 :%(sinlox e —10(cos10x e* +201 )) = | I =

202

©  (sin10x—10c0s10X)+C

Solution proposée par Dominique Druez

7 7 7 217
a)f \/de |x|dx:2f xdx:2[—] =49
-7 -7 0 2 0
b)
i 1 )
I(x) = fe“ sin 5x cos 5x dx = Ef e’ sin 10x dx
1
I(x) ==e*sin10x — 5]93‘ cos 10x dx =
1
I(x) = Eex sin 10x — 5e* cos 10x — 50 J e*sin10x dx
21(x)

1
101 I(x) = Eex sin 10x — 5e*cos 10x + €

1
- X 1 —
I(x) = 2026 (sin10x — 10cos 10x) + C

sin2a = Z2sinacosa

Intégration par partie deux fois:
f=sin10x - f" = 10 cos 10x
g =e*—g=e"

f =cos1l0x » f' = —10sin 10x

22 aout 2012 (Modifié le 10 décembre 2013 Dominique Druez)
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EXANA321 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2011.

Parmi tous les triangles rectangles dont I'hypoténuse est de longueur 6, quel est celui
qui engendre, lorsgqu'on le fait tourner autour d'un des cétés de I'angle droit, un cone de
volume maximum? Quel est le volume de ce cone?

o

Equation de la droite : D S PN y =+/62 =2 [1—§j
67 -7 A A

2
Le volume du cone est alors : V = rt(6? —7»2).[:(1—%) dx = gk(Gz ~22)

Le colume sera maximum si 3—\1 =0= %(62 —3)=0=|1=23

A 23

av 0 -
dr

vV " Max \

Le volume vautalors: |V, = 16743

22 aout 2012
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EXANA322 - FACS, ULB, Bruxelles, Septembre 2011.

Soit f la fonction définie par f (x) =| x|(In|x|—1) pour tout réel non nul.
a) f est-elle paire, impaire? Justifier.
b) Déterminer les zéros de f.
¢) Que vaut la limite de f (x)
« lorsque x tend vers +o0? Justifier.
« lorsque x tend vers 0 par valeurs >07? Justifier.
d) Calculer f '(x) et f "(x).
e) Que vaut la limite de f '(x) lorsque x tend vers O par valeurs >07? Justifier.
f) Trouver les éventuels maxima, minima et point d'inflexion de f.
Justifier et calculer leurs coordonnées.
g) Esquissez le graphe de la fonction f.

\ f(x) : lz|. (In|x| — 1) /
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a) f (=x) =|-xI(In|-xI-1) =IxI(In|x|-1) = f (x) = Fonction paire.
x=0
Inlx|=1= x=+e

b) [x|(In|x|-1) =O:>{

c) lim |x/(In|x| —1) = +o0. + 00 = +0
X—>+00

lim|x/(In|x|—=1) =[0x o] = lim x.(Inx —1) = lim Inx_l:{f}
x—0" x—0" x—0" o0

X

Hospital_y im % =lim(-=x)=0
x—0" — 2 x—0"
d)ex>0
= f'(x)=(x(Inx-1))'=Inx-1+ XX =Inx (donc lim f'(x)z—OO)
X x—0*

= f "(X)=l

X
+x<0

= f'(x)=(-x(In(=x)=1))'==(In(=x)-1) - x._ix.(—l):—ln(—x)

(donc nn1f'(x)::+qj

x—0"

()=t
X
e) f'(x) sannule en x = +1,

f "(x) n'a pas de solution (pas de point d'inflexion) et est toujours positive (concavité >0)

X —o0 -1 0 +1 +00
f - 0 + [/ - 0 +
f" + + + I + + +
min min
f N\ AR BN /!
(-1,-1) (1L-1)
24 aout 2012
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EXANA323 - FACS, ULB, Bruxelles, Septembre 2011.

Calculer (en justifiant les calculs) :

a)j (x-3)"Inx dx

507 R
b) LOOE | sin5x | dx

a) | :j (x-3)"Inx dx

f =Inx f'—1
X (x=23)° (x-3)
) o3 T3 J x
glz(x_‘?’) g= 3 =l
_ 3 3
|1:j (x-3) dx:j x2—3x+9—gdx_x——3i+9x 9Inx
3x X 3 2

(x-3)° X3 3x?

== Inx——+——9x+9|nx+C
3 2

b) La fonction f (x) =|sin(5x) |est paire et de période %

L'intervalle [-200m,507] correspond a 1250 périodes.

- J'f;f; | sin5x | dx = 1250.[0%sin 5x dx = —1250%. [cosSx]? =-250(cos—cos0) =500

Solution proposée par Dominique Druez

o 21
période de sinbx = =

— —— = 625 périodes

a) I(x)=[(x—3)?Inxdx o _
(x — )5 (x _ 3)3 Intégration par partie
)= g =kx=3*-g=
(l73)3 1 %7 X3 :
fx —9x+27——d ?—Ex +9x —-9lnx+C f=Inx—f ==
—3)’ So3
I(x):( 3) lrlx—%+5x2—9x+9lnx+c
b) '
R n
5 5 250m
jlsin 5x|dx = 2] sin 5x dx )
_n 0
5
50m m
1 5
f |sin 5x|dx = 2.625. [—gcos S5x| =-250.(-1-1) =500
—2001 0

(x —3)°
3

24 aout 2012. Modifié le 10 décembre 2013 (Dominique Druez).
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EXANA324 - FACS, ULB, Bruxelles, Septembre 2011.

Une capsule en forme de cylindre circulaire terminé a chaque extrémité par une demi-sphére,

a un volume de 10 cm®.
Que vaut l'aire totale A de cette capsule, exprimée en fonction du rayon r des demi-sphéres?
Pour quelle valeur de r cette aire est-elle minimum?

h

’
!
| '\\
i
I
I
Ll
|
I
]
\
\
\
\
\
A}
\

1) Rappel : Sphére de rayon r:V = %nr3; A=4nr?

4 30-4r’r®
2)V :Vsphére +ch|indre = E’I'Cr3 + TErzh =10=h= T
2.3
o A= A e + Ayiinare = 41 + 21t = 4mr® + 2nr303#
nr
, 2 30-4nr® 4nr*+60
=4nre+— =
mr 3r
d—A=f(2nr3—15):» 2nr® =15 = | r == | = A=12,/25—TE
dr 3 21 4
15
r 3=
\l 271
dA 0 +
dr
AN min A
5 30—4nZE
Donc A est minimum pour r = ,3/2—. Dans ce cas:h=——2L -0
T

]5 2
2TC

C'est-a-dire que la capsule est en fait bien une sphere.
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24 aout 2012
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EXANA325 - EPL, UCL, LLN, Juillet 2012 série 1.

Soit une fonction ¢ : [a,b] — R de classe ¢*(C 'est-a-dire dérivable et dont la dérivée premiére
est continue) telle que ¢p(a) = -1 et ¢p(b) =1.
a) Calculer l'intégrale :

J'b ¢'(t)
al+¢*(t)
b) En utilisant un raisonnement similaire, calculer lI'intégrale :

T

[F co§(§) it
0 4+sin’(t)
c) Calculer la limite suivante

(sin(sin(2x)))°

2

lim

x—0 X

d) Démontrez que la fonction f : R — R définie par f (x) = x* + x est bijective.
On note g = f *(x) la fonction réciproque. Exprimez g' etg" en fonction de g.

Solution proposeée par Nicole Berckmans
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x=¢(t)

dx = ¢'(t)dt
sit=a,x=¢(a)=-1
sit=b, x=¢(b) =1

1
1. a) :>J:11+X2

X =sint
dx = cost dt
b i
) sit=—,x=1 IO4+x I ( jz
2 2
sit=0;x=0
s 2
2)“m(S|n(sm2(2x))) :[9}
x—0 X 0
:>"m[sm(s_,ln(Zx)).sm2x_2} =(1x1x 2)2 =4
x—0 sin2x 2X
. . 2 2
ou bien “m(sm(3|n2(2x))) :"m(2x2) =4
x—0 X x—0 X
sin x
car limsinx =lim——.x=1xlimx
x—0 x—0 X x—0

= arctan1—arctan(-1) = g

1
222 W L ctanl
0 1+y? 2 2

3) f est bijective car f '(x) =3x*+1> 0 et donc f est strictement croissante sur R et donc

injective. L'image de f est R car lim f (x) =—oo et lim

a1 1
(1 )_g_f'og_3gz+1

—(3g? +1)72.g'.6g =—

69

g" = g
(3g2+1)°

15 aout 2012

f (x) = o
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EXANA326 - EPL, UCL, LLN, Juillet 2012 série 1.

On considere la fonction f : R\{0} — R définie par

f(x)=——

1+ex
a) Démontrer que f est prolongeable par continuité a l'origine.
b) Démontrez que le graphe de f admet a I'origine des demi-tangentes a gauche et
a droites distinctes.

c) Etudiez les variations de f et tracez sa courbe représentative. On précisera le
domaine de définition, les éventuelles asymptotes, les domaines de croissance et
de décroissance et les extrémas eventuels. On n'étudiera ni la concavité ni les points
d'inflexion.

Solution proposeée par Nicole Berckmans

www.matheux.c.la - ANA 32 - 11 -



http://www.matheux.c.la/

XILTD - {1+ OJ =0 lim f =0; dés lors f admet un prolongement continu en x = 0.

x—0

Iim=[i}:0 On pose f (0) =0,

x—>0g 1+0
_ f'(0)s =1=T,(0,0)=y =
o) lim 0= 1@ _ 1yzr 110 =1=T,(0.0)=y =x
=0 X—0 01+ e f'(0)p=0=T,(0,0)=y=0

c) Pas d'AV par a)
Pas d'AH car lim f (x) =4 et lim f (x)=-w

X—>+0 X—>—00

|imf(x)zizl
D 1+1 2

lim f (X)—EX:[oo—oo]zlimX{ 1 —1}:[oo><0]

po=y=2-Lcar | 2 < llret 2
2 71 —1 = 2 e%m
:Ilml—{-e% 2 :|:%} Hospital )Ilm (1+e%) :_%
= 5l

f est non dérivable en x =0 (voir b)

w1,
X+ xe* + e _1+e (“ xj

x(1+e%)2 (1+e%)2
Pour x >0, f '(x) est strictement positif.

Pour x #0: f'(x) =

Pour x < 0, montrons que le numérateur de f '(x) est aussi strictement positif.
: . 1, .
1°® méthode : Posons z = =, étudions g(z) =1+e*(1+2)
X
g'(x)=e*(2+2)

| -2
g(—2)=l—e—12>0 7= 0 ;

g0 |\ g(=2)

Par conséquent vz=g(z)>0etdoncf'(x)>0

care’>1

2°™ méthode: Sif'(x) =0 alors e = —Ll. Dans ce cas le graphe de
X+

F (x) =e” coupe le graphe de G (x) = —ﬁ. Ce qui n'est pas le cas
+

lorsqu'on examine leur graphe. (\Voir ci-dessous)

3™ méthode : On aurait pu aussi comparer les graphes de F (z) = e’ et G(z) = 1_—1
+1

(Voir ci-dessous)

X | 0
Le tableau de variations de f (x) est donc: f'(x) 1]0
fx) |/ 0
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M A
61 | | 8 ."‘
\ /
[} |5 /
K Lo ) =¢
\ Flz)=e- ]/
[37 r)=er" f /
\ o/
2 S 21 /
Al I /
o e
) T
9 -8 7 6 5 -4 3 -2 41 [0-1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 _ "0 -
o . A T 3 -8 7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 -23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o s T A
2] G(x)=— o 1
\ r+1 12 f(2) =
\ [ 1+ =z
| |3
| \
s 4
| 6 |-5
"~
0.41
06 0.8 1

20 aout 2012
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EXANA327 - EPL, UCL, LLN, Juillet 2012 série 1.

On désire concevoir une rampe qui permet a un chariot de descendre "en douceur™ une marche
de hauteur H sur une distance L. Pour cela, on veut que la rampe ait une pente horizontale aux
points A et B.

1. Dans I'hypothese ou

f(x):zp:anx”
n=0

est un polyndme, quel est le dégré minimal p de ce polynéme pour qu'il satisfasse
aux différentes contraintes, i.e. qu'il passe par les points A et B et qu'il ait une pente
horizontale en A et B.

2.Calculez les coefficients a, de ce polyndme de degré minimal en fonction de H et L.

Y

Solution proposée par Nicole Berckmans

1. Puisqu'il y a 4 conditions (contraintes) : f (0)=H, f (L)=0, f'(0)=0, f'(L)=0
le polynéme est de degré 3.
2. f'(x) est de degré 2 et possede les racines O et L.

ax® aLx®

f'(x)=ax(x—L); f(X)=?— 5 +K

f(0))=H=K=H

3 3
f(L)=0:>£—£+H :O;d'oua_ze_l;|
3 2 L

Conclusion: f(x)= Zﬂ3 x° —3EZX +H
L L

aZ:—S%,alzo, a,=H

20 aout 2012
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EXANA328 — EPL, UCL, LLN, Juillet 2012 série 2.

1. Etudiez la dérivabilité a I'origine de la fonction f définie par

f (x) = cos/x

2. Calculez les intégrales suivantes.
a) fl (XZ—M)xzdx
b) I_Zz(x3—$/;) x2dx

3. Le théoréme de Rolle s'énonce ainsi : si f :[a,b] — R est continue sur l'intervalle fermé [a, b],

dérivable sur I'intervalle ouvert ]a,b[ et telle que f (a) = f (b), alors il existe ¢ € |a, b[ tel que
f '(c) = 0. Utilisez ce résultat pour prouver que I'équation

x®-3x+2012=0
ne possede pas deux solutions distinctes dans l'intervalle [-1,1].

Solution proposeée par Nicole Berckmans

1), lim L\/;_l — [9} Hospital
X

x—0" 0

2)a) f est paire et donc

= B0~ o R a2~

PRSI 1_2{3_2}__2
wy o | L1l 13) 0 143

b) f est impaire et donc _[ (x* = 3x)x%dx =0

—sin\/; 1 sin\/_

) ) 1
> [im ——lim

X
_ __1_tv0
x-0" 2./ 2 x-0" /X 2

3) f (x)=x>-3x+2012; f'(x)=3x*-3. Sur [-1,1], f est une fonction strictement
décroissante par conséquent f est injective. Si on veut utiliser le théoréme de Rolle,
on pour pourrait dire que si f admettait 2 racines différentes a et b dans [-1,1] alors
il existerait c e ] a,b [ tel que f '(c) =0 ce qui n'est pas le cas dans | —1,1]

6 octobre 2010
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EXANA329 - EPL, UCL, Louvain, Juillet 2011 Série 2.
On considére la fonction f définie par

f(x) :E(Inx— x2-1)
X

a) Donnez le domaine de définition de f.

b) Démontrez que la dérivée de f s'annule pour une seule valeur a et que cette valeur
est comprise entre 1 et 2.

c) Etudiez les variations de f et tracer sa courbe représentative. On précisera les
éventuelles asymptotes, les domaines de croissance et de décroissance et les extrémas
éventuels. On n'étudiera ni la concavité ni les points d'inflexion.

Solution proposée par Nicole BERCKMANS

a)dom f =R}

2_Inz<Ocar In2>In1=0.

b)f'(x)zw; f(1)=1>0etf'(2) =

f 'est continue sur[1,2] et dés lors en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, on
peut dire que f * s'annule au moins une fois dans lintervalle [1,2].

Puisque f "(x) :2In_>§—5 est strictement négatif sur [1,2], on peut affirmer que sur cet
X

intervalle f * est scritement décroissante. On en déduit dés lors qu'il existe une seule

valeur a dans [1,2] tel que f '(x) =0.
Autre raisonnement |Les courbes y = In(x) ety =—x*+ 2 se coupent une seule fois

sur [1,2]
¢)AV =x=0car lim f(x):{_“;—f)_l}:—oo
x—0"
AH 7 car |im(|n—x—x—l)=|im(1j—oo—0=—oo
X—© X X X—0 X
AOD=y=-x
_ ) _y2
car Iim(wj:{ﬁ}%limf'(x):limz X himMX g im 2
X—>0 X 0 X—>0 x-m X x—0 ¥ x—>o QX

et lim f ()4 x = lim\"* =1 :P} sl y i L _

X—0 X—>00 X o0 X—0 X

_ 2_ _ 2
Ina-a l:l 22 <0carl<a<?

rem: f'(a)=0=Inx=2-a*f(a)=
Le maximum est situé en dessous de I'AO et la courbe coupe I'AO en un point
situé entre le max et le point |
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y=Inz

?/:*'T2+2 /

3 4 5

2

6

1 2
flz) =—(lnz —2"—1)

s

a

N T

Aout 09
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