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EXANAO070 — EPL, UCL, LLN, septembre 2000.

On considere la fonction définie par

f (x)=2sin x+sin2x

a) Donnez la plus petite période de f.

b) Calculer f” et situer les extrema avec precision.

c) Situer les points d’inflexion de maniére approximative.
d) Esquissez le graphe de f sur une période.

a) Période : p=2n

b) f'(x)=2cosx+2cos2x

Les extréma sont donnés par : f '(x) =0

nt 2km
2X=m—X+2kn X=—4+—
—> C0S2X =—C0SX = COS(m—X) — - 3 3
2X=—m+ X+ 2Km
X=m+2km
n 2Kkm
S X=—p——
3 3

c) Les points d'inflexion sont donnés par f "(x) =0
— —2sinx—4sin2x=0 — sinx=-2sin2x — sin X =—4sin Xc0s X
c.l sinx=0 — x=km

c.2 1=-4cosx —>cosx=—% — x=11.823+kn

d) Le graphique est donné ci-dessous.
On remarquera que

dlx==1 = y~2.6 Maximum

d.2 x:—g > y~-2.6 Minimum

d3 f(n)="f'(n)=1f"(n)=0
Donc, la tangente au point d'inflexion est I'axe des x.
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oA

f(x)=2sinx+sin(2x)

www.matheux.be.tf - ANA 7 - 3 -



http://www.matheux.be.tf/

EXANAO71 - EPL, UCL, LLN, septembre 2000.

Les courbes y =x 2et y=e **?

est un entier.
a) Déterminer 1’abscisse a de ce point P.

b) On considere la fonction definie

par f(x)=x* si 0<x<a

et par f(x)=e7'x* si a<x

b
Calculer : Iof(X)dX pour a<b

b
c) Déterminer la valeur de b pour que : _[0 f (X) dx=1

:X2
a){ . 2lna=-a+1 —» a=1
y =

b) 1= [" £ (x)dx=[" f (x)dx+[  (x)dx

1

_ J'Ol x2 dX + Lb e dx = {%3} + [—e‘“l]: - %— e

0

c) | :J'Ob f(x)dx =1 —>%—e‘b”=1 — b=1In3+1
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EXANAO72 — EPL, UCL, LLN, juillet 2001, sériel.

) lem(x In x)

: e ®
0 :In[(1+ x)z] dx
0 _' cos x "™ dx

a) Appliquons I'Hospital :

1
1im ™ im X jim(—x) =
g xtn xe=1im =7~ = i = =i (=) =0
X X
1ox° 1 dx*
b)lzj g T 8
01+ x 4901+X
A Xx=0 —>t=0
Soit t=x" —
x=1->t=1
1
St dtzzl[arctant] ~0.196
401482 4 0

c) | :jln [(1+ x)z} dx = Zjln (1+x) dx :2jln(1+ x)d (1+x)
=2[(1+X)In(1+x)=(1+x)]=2(1+x)[ In[1+x]-1]+C

d) | :jcosxeSinx dx:_[es“‘xd (sinx)=e""+C
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EXANAO73 - EPL, UCL, LLN, juillet 2001, sériel.

On considere la fonction définie par
1+sin X
F0)=———
SIn X

a) Donner le domaine et la période de f

b) Donner les asymptotes de f

c) Situez les extrema avec précision (abscisses et ordonnées)
d) Donnez le graphe de f sur ’intervalle [ 0, 27 ]

e) Sans calculer des dérivées, donnez les graphes de

1+sinx
sin X

et de
1+sinx
In| ———
sin X
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a) dom, =R\ {kn}
Période : p=2n

b) Asymptotes : x =kn

9 f(x)= cosxsinx—(1+sinx)cosx _ cosx

sin? x sin? x

f'(x)=0 si cosx=0 x:kg
Si k est pair, onaun minimum, carf'(x)<0avantkget>0aprés

Danscecas, f(x)=2 — Minimum m:(kg,zj

Si k estimpair, onaun maximum, car f '(x)> 0 avant kget <0 apres

Danscecas, f(x)=0 —» Maximum M :(kg,oj

d) et e) Les graphes sont donnés ci-dessous.
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e
[am}

o
L

'
o
I

e
am}

1+ sin x
ginx
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EXANAO74 — EPL, UCL, LLN, juillet 2001, série 1.

Combien de mazout me reste-t-il ? C’est la question qu’une ménagere
anxieuse pose a son chauffagiste. Celui-ci sait que la cuve est un cylindre de
rayon R, de longueur L et de volume 1000 = = 3142 litres. Sa jauge indique h
(metres). Pour avoir un calcul simple, le chauffagiste, malin, a installé une
cuve de rayon R = % (métre) et de longueur L = 4 (metres).

a) Donnez le volume V du mazout en fonction de o (cf. fig) :
V="Ff(a)

b) En hiver, les quantités V, h et a diminuent malheureusement assez vite

avec le tempsetona:
V(t)=f(a(t))

En supposant que la consommation correspond & un débit 7(z) = -107
(metres cube par heure), donnez la vitesse angulaire o’ (t) en fonction de a

c) Exprimez ensuite la hauteur h en fonction de o et donnez la vitesse de
descente /’( ¢t ) du mazout en metres par heure au moment ou o = 7/2 (c.a.d
h = R). Donnez ensuite cette valeur de /(¢ ) en centimetres par jour.

d) Exprimez a en fonction de h et donner le volume V restant en fonction de
h (pour une valeur quelconque de h ) :

V =g(h)
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R
o
A B
h
C
a) Aire du secteur ACB : A, =a R®
Aire du triangle AOB : A, = |AB| R;h _R? S|n22a

car : |AB|=2Rsino. et R-h=Rcosa
Volume de mazout :V = f (a)=(A; — A/ )L

SV = (oc— S'”Zzaj LR?

sin 2o

Dans le cas présent: V =o.—

b)Ona: V'(t)=f'(a(t)).c'(t) (dérivée dune composée de fonction)

v'(t)

Or f'(a)=(1-cos2a)LR? 'ty F—
r f'(a)=(1-cos2a)LR* —» a'(t) (“cos2a) R

10°°

Dans le cas présent : a'(t)= cosza
—c0s 20

- o

Dans le cas présent, avec o =g , h'(t)= —%103 m*/h

— h'(t)=-0,6 cm/ jour
Note : Si o = E, le niveau se trouve juste a mi-hauteur. La variation de volume

étant petite (24 litres/jour), ces 24 | correspondent au volume d'un paralélipipéde

rectangle dont la hauteur H vaut :

0,024=2RLH — 0,024:2.%.4.H — H =0,006m=0,6cm
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d)V = RZL(a—Sm Zocj

Or coso=—— oL = arc cos
R R
V = RZL(arccos R-H _ R_h.ixIZRh—hzj
R R R
R—H
= R2L arc cos —(R=h)L,/h(2R=h
2 (R-h)Lh(2RP)

Dans le cas présent : V =arc cos(1-2h)—2(1-2h),/h(1-h)

sina. =

\V2Rh—h?

1
R
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EXANAOQ75 - EPL, UCL, LLN, juillet 2001, série2.

lim & =2
a) x—0 e2X2 _4X
c1— X+ X?
b) dx
1+ X
c) 'xln(1+x2)dx
d) [ tan? x dx
¥ —2x e
a) lim—; =1 C'est immediat.
=0 @2 _4x

2 2 2
b)Il—x+x dx:j1+2X+X —SXdX:IMdX_sjidx
1+X 1+X 1+x

:J'(1+ x)dx—3“dx—_fli—xx}
— (1 X) - 3x+3In(x+1)

2

:3In(x+1)+x?—2x+C

c) Ix In(1+x2)dx:%fln(1+x2)d (1+x2)
— (51 5) (1457

= %[(H xz)(ln(l+ xz)—l)} +C

sin® x 1—cos? X
d) | tan® x dx = dx = dx
)J. -[coszx -[ cos? x
:j d): —Idx:tanx—x+C
cos? x
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EXANAOQ76 — EPL, UCL, LLN, juillet 2001, série2.

On considere la fonction définie par

)= 2

a) Donner le domaine et la période de f

b) Donner les asymptotes.

c) Calculer la dérivée f” et analysez son signe.

d) Situez les extrema avec précision (abscisses et ordonnées)

e) Donnez le graphe de f.

a) dom, =R\{0; -1, -2}

b) Asymptotes
b.1) Asymptotes horizontales :
lim f( ) =400
x=0 avec "
I|m f(x):
I|m f(x)
x=-1 avec <
I|m f(x)=+oo
I|m f(x) +00
X=-2 avec XI f
xl—r>n2 (X)

b.2) Asymptote verticale
y=0 car lim f(x)=0 et lim f(x)=0

X—>+00 X—>—0
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9 f(x) = 3x*+6x+2
x2(x+1)2(x+2)2 xz(x+1)2(x+2)2

Le signede f '(x) =0 est le signe du numérateur car le dénominateur est

toujours positif

X —o0 -2 —l—ﬁ -1 —1+£ 0 +00
3 3
fx) o -/ - 0 + [/ + 0 -1 -0
d) Extrema

d.1 Minimum : m(—l—?; 2.598}

B3

d.2 Maximum: M (—1+?;—2.598J

e) Le graphe est donné ci-dessous. Pour aider a le tracer, voici
le tableau signe de f (x)

-2 -1 0
X |- - - = =0 +
X+1 |- - - 0 + + +
X+2 |- 0 + + + + +
fx)(-— 1 + | - | +

www.matheux.be.tf - ANA 7 - 14 -



http://www.matheux.be.tf/

e
(o

x(x+1)(x+2)

1
[ )]

ury
(o
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EXANAQO77 — EPL, UCL , LLN, juillet 2001, série 2.

On considere un disque de centre O et de rayon R. On considére ensuite le secteur circulaire
hachuré de centre Pet de rayon L ( 0 < L <2R) ot P est un point du cercle (circonférence)
de centre O ( cf fig. )
a) Donnez I'aire S du secteur hachuré en fonction de L(S = g(L)) et en fonction
dea (S=f ().
b) Donnez la fonction ¢(a) telle que
f'(a)=2sina (o)
¢) Sachant que @(a)est une fonction décroissanteocdans [ 0,7/ 2 ], déterminer si le
maximum de S est obtenu pour une valeur L, de L telle que L, < R\2 , L, = Ry/2
ouRV2 <L,

d) Montrez que () est une fonction décroissante dans [ 0,7 /2 ].
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a) Le triangle OPB est isocele, et soit 3 I'angle OPB. On a:
i L T
sina=— (1 et =——q
2R @) b 2

Aire du secteur circulaire est :

S=— =L =| ——a |L°"=| ——arcsin— |L" =qg(L
on ™ P (2 O‘J (2 2Rj 9(L)

T

Pour obtenir S = f (a), on utilise (1)
—S = f(a)=4R2(g—ajSin2a (2)
b) Dérivons (2) — S'=2sina.2R?|(n—20)cosa—sina |

Par identification avec : f '(a) = 2sina. ¢(a)

On déduit que : ¢(a) =2R*[(m—20)coso—sina |
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c)SiS=f (a) passe par un maximum, c'est que sa dérivée s'annule.

Or dans { 0, ﬂ , Sina est toujours positif (sauf en 0 qui est une

valeur triviale, car alors L = 0), donc (p(a) doit s'‘annuler entre [ 0, ﬂ

En effet :
Sia=0 = ¢(a)=21R*>0

Si a:g = o¢(a)=-2R*<0
Et puisque par hypothese (p(a) est décroissante, il n'y a qu'une seule racine.
D'autre part, si L, = RV2 = a:% = ¢(a)= \/ERz(n—l)> 0

& 2
2

Donc,ilfaut:oc>%:>sinoc>7:> = L0>«/§R

% >
d) Montrons que ¢(a) est bien une fonction décroissante. Pour cela, il suffit
de montrer que sa dérivée est toujours négative.
¢'(a)=-2R? [3COSOL +(m—2a)sin O(,]
Dans l'interval considéreé, étudions le signe des termes du deuxieme facteur :

3cosa >0
n-20>0 = ¢'(a)<0 = ¢(a) estune fonction décroissante.

sina.>0

Modifié le 4 avril 2014 (Jean Perbal)
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EXANAOQ78 — EPL, UCL, LLN, septembre 2001.

|im(€/ﬁ-%ﬁ)

2) X0

dx

J' tan x

b) cos? X

0) fxfl— x> dx

1
X
d) Jx2+2x+3
a) lim (Y1+x - ¥/x) = lim LHx=x 1
X—>o0 o0

o «3/(1+ x)2 +3X(1+X) + Ix?

b) j:ggzxx dx = _[tan x d (tan x) :%tan2 Xx+C
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c) | :j«/l—xzdx

_ _ dx =cosy dy
Soit x=siny —

\/ﬁzcosy
— I:Icoszydy

u=cosy — u'=-siny
v'=cosy — v=siny

— | =cosysin y+J‘sin2 y dy =cos y sin y+Idy—Icos2 y dy

— 1 :%(cosysiny+y):%(x«/1—x2 +arcsin x)+C

d)I =

e LT v
( ]+1

soit t= XL . dax=2 dt

J2
x/fjdt V2 V2 \2

arctant_—arctan—(x+1) +C
t?+1 2 2 2

Modifié le 25 avril 2014 (Jean Perbal)
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EXANAO79 — EPL, UCL, LLN, septembre 2001.

On considere la fonction définie par

XIn X
f(x)= 3

a) Donner le domaine f

b) Calculer les limites de f quand x — 0 et quand x — oo

¢) Donnez les asymptotes s’il y en a

d) Calculez la derivée f”’ . Donnez les zéros de f”’ . Spécifiez dans lequel
(lesquels) des intervalles suivants la dérivée /*’ s’annule :

10,1],[1,e],[e,31.[3,9].[9,16],[16, o]

e) Donnez le graphe de f en situant fort approximativement les extrema
(spécifier le signe de leurs ordonnées) éventuels

a)dom, =]0,3[U]3 ]

b) Limites
b.1) x tend vers O par valeurs positives. Appliquons I'Hospital :
1
lim XX _ jim AN i 2 jim X
x—>0 X —3 x—0 3 x—0 3 x—0 3
1-- "
X X

b.2) x ne peut tendre que vers +oo

. xInx .. Inx o
lim =lim =—=w
X—00

xoo X—3 l_§
X

Il
w

c) Asymptote verticale : X
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1
In x+x.)(x—3)—x|nx
d)f'(x):( X _3lnx+x-3

(x-3)° (x-3)°
Les zéros de la dérivée sont donnés par : —3Inx+x—-3=0
Avec une machine a calculer suffisamment puissante, on peut calculer le(s)
point(s) d'intersection des courbes : y=3Inx et y=x-3
— On trouve deux zéros x~0.42368 et x~9.86784.
Cependant, comme vous n'étes pas sensé avoir ce genre de machine, il nous
faut proceder autrement.
Compte tenu des intervales proposes, calculons le signe de f ' pour les points
suivants :
X | 01 1 e 29 31 9 16 100
f'(x)‘+ - - - - -+ 4

— La dérivée s'annules dans les intervales : ] 0,1 ] et[ 9,16 |

e) Le graphique est donné ci-dessous.
Les coordonnées des extrema sont :
M :(0.424,0.1412) m:(9.868, 3.289)

1=
[=u]

1 4 5 B 7 B 9 10 1 12 13 14 15

Rl
xhnx
] fx)= x-3

ey
[=n]
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