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EXANA370 - FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2013.

On appelle secteur circulaire la région comprise entre deux rayons d'un cercle C et un des
deux arcs de cercle C joignant les extrémités de ces rayons. On veut fabriquer une plaque
en forme de secteur circulaire dont le périmetre vaut 12 metres et dont l'aire est maximale.
Calculer le rayon r du cercle, la longueur de I'arc de cercle et I'angle (en radians) entre les

deux rayons.

\r
fa
\\_ r
A + B
L 12
Périmétre : p=r(2+a)=12=r=
2+a
2 —_
Surface:A:arZ:Laz:d—A=—l44a—22:>d—A:03ia:2
(2+a) doa (a+2) da
o | 2

Il s'agit bien d'un maximum car : S—A + 0 -
a

A/ Max \

Conclusion: ao=2rad, r=3m,c=6 met A=18 m?

20 février 2014
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EXANA371 - FACS, ULB, Bruxelles, septembre 2013.

Soit f la fonction définie par f (x) = {Xz I.n|x| ~x" pourtoutréel x 0
Osix=0
a) f est-elle paire, impaire? Justifier
b) Déterminer les éventuels zeros de f.
c) Que vaut la limite de f
« lorsque x tend vers +o00? Justifier.
« lorsque x tend vers 0 par valeurs >07? Justifier.
d) f est-elle continue en x =07? Justifier.
e) Calculer f '(x) et f "(x).
f) Combien le graphe de f possede-t-il de points de maximum? de points de
minimum? de points d'inflexion? Justifier et calculer leurs coordonnées.
g) Esquissez le graphe de f, en indiquant les différents points qui apparaissent
dans vos réponses aux questions précédentes.

Solution proposée par Dominique Druez

a) festpaire La fonction peut étre uniguement
_ e . .
f(—x) - (_x)z In|—x| — (_x)z = x2 In|x| — x2 = f(x) étudicée pourx = 0, les resultats
; . sont symetrigues pour x = 0.

b) Lafonctions’annuleenx =0¢etx =¢

A 5 5 Les valeurs absolues peuvent
x“Inx —x* =x*(Inx — 1) donc étre omises.
c)

lim x?Inx —x? = lim x?(lnx—1) = +o.00 = @
x—+oo X—+coo
B 2 _ 1 (Inx-1) 1/x g x? A

mx*mx —x"=IMM———-—=1IhM——=1IM——= ; .
x>0 x>0 (1/x2) x>0 —2x/x* x>0 2 L'Hospital

d) festcontinueenx=0
limf (x) = limf(x) = f(x) =0
e) Calculer f'(x) et f*(x).

1
x)= |x*(lnx — =2x(lnx—-1)+x*-—=xZInx - ¥ s'annuleenOete'/?
f'(x) = [x*Q 1 =2l 1) +x%-— = x(21 1) /2
. . /x ,
1) e = U2 =0
2 ot -1/2
fn(x)z [X(Zh"x_l)]':1'(2111X—1')+;-x=21nx+1 f* s’annule en e
f)
0 phE el e Maximum en (0, 0)
fn (x) / _ 0 + + e : Mi:imun; en i .
f1x) E - = 0o |+ |+ (eVa—2e)i(~e2~3e)
f(x) 0 B - - - i 0 Inflexion en
e L .
f(x) max | Ll L mn| T [ 7 |1 (= gl =2 riga)
f(x) n|n|~JlujJuju]lu
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g)

| e
@ ¥ el/z _e-l{‘z e-1,!2 e1/2
-3 -2 1 1] 1 2
-3/2e
-ef2
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EXANA372 - FACS, ULB, Bruxelles, septembre 2013.

Calculer (en justifiant les calculs)

a) J'Olln(x2 +1) dx

b) [ €™ sin(bx) dx (aeth = 0)
Solution proposée par Dominique Druez
a) Par partie :
1 5 5 . 1 2)(2 5 x
jﬂ In(x?+ 1) dx = [xIn(x +l)]0—f{J x2+1dx = u = In(x +1)—’dﬂ=x2+1

perps l)dx =1n2-2[x]} +[2arctgx]s =

1
mz—zf(1—
0
In2—-2+=
2
b)
1 a
I = J‘ e™ sin(bx) dx = —Ee‘”‘ cos(bx) + J-Ee“x cos(bx) dx
1 —_ 1 ax b B ax -3 b az ax o3 b d
——Be cos( x)+b—ze sin( x)—E‘ e™ sin(bx) dx
a a?
ﬁe —EI G 1 4

[asin(bx) — b cos(bx)] + C

e ax

I= ?e‘” cos(bx) +
az eax
I+ F‘;I = ?

X sin(bx)

=T [asin(bx) — bcos(bx)] + C

Le 2 mai 2014
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dv=dx—-v=x

Division euclidienne

Par partie :

1
u=e" —=du=—-ev
a

1
dv = sin(bx) - v = —Ecos(bx)

: sin(bx)

b

dv = cos(bx) - v =
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EXANA373 - EPB, ULB, Bruxelles, septembre 2013.

A partir d'un tronc d'arbre cylindrique de diamétre 12 dm, on veut fabriquer une poutre

prismatique dont la base est un rectangle de largeur | et de longueur L inscrit dans un

cercle de diametre 12 dm. Sachant que la résistance d'une telle poutre est proportionnelle

au produit de la largeur par le carré de la longueur du rectangle de base, calculer | et L
pour que la résistance de la poutre soit maximale.

Solution proposée par Dominique Druez

i z —
maximiser | L%, contrainte: 6% = (%) + (é) = L2 =144 = [2 \“\\
LIZ = 1(144 — [%) = 1441 — B \\
(1.13)y =144 -3 =0 1[= %: 43 = L=+144 —48 = /6

V3
maximum 7 oui D-‘:Iz
443
(L12) ¥ 0 : P '/ZI.-'
LL* T max l vz /
P
g
LY (1Y
Contrainte : 62 = (—) +(—j = 12 =144-|°
2 2
Fonction & maximiser : A=I.L? =1(144 —1%) =1441 - I
.. 12
On dérive : A=(1.1%)'=144-31> =0 = | =$=4J§: L =+144—68 = 4+/6
Il faut vérifier qu'il s'agit bien d'un maximum.
43
A'l+ 0 -
A/ Max \

Conclusion : | | :4J§ et L:4\/§

Le 2 mai 2014.
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EXANA374 - FACSA, ULG, Liege, juillet 2013.

Soit la fonction
f(x)=x"Inx
i. En considérant d'abord le cas a = 2,
(a) déterminez le domaine de définition de f ;
(b) déterminez les éventuelles asymptotes du graphe de f ;
(c) étudiez la croissance/décroissance de f et caractérisez les éventuels extrema ;
(d) étudiez la concavité du graphe et situez les éventuels points d'inflexion ;
(e) esquissez le graphe de f .
ii. Dans un cas plus général, déterminez toutes les valeurs entieres du parametre o pour
lesquelles le graphe de f présente I'allure ci-dessous. Justifiez.

%)

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Vincent DENOEL).
"http://www.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes"

i. Pour o =2, la fonction éudiée s'écrit
flx) =+Inx

(a) La fonction logarithme étant définie sur RZ, le domaine de définition de f est I'intervalle
10, +-eo].
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(b) Au voisinage de 0, on calcule, en appliquant le théoréme de 1’Hospital,

lim 2 Inx = [0+ (~e)] = lim lnx {_—m]

x—0 1/)62 - oo
1/x 1.
=l — 7 =3 ime =0

Il n’existe donc pas d’asymptote verticale en x = 0. Notons que la fonction admet un
prolongement continu si on pose £(0) =0.

Au voisinage de +e, on a

lim x%1nx = [(+o0) - (o0)] = +oo

X—p e

de sorte qu’il n’existe pas d’asympiote horizontale en +oo.
Pour identifier une éventuelle asymptote oblique, on calcule

lim ) lim xlnx = [{4o0) - (Ho0)] = 400

¥—r4= X X

[l n’existe donc pas non plus d’asympiote oblique.

(¢) Pour rechercher les éventuels extrema, on calcule

1
(%) = 2xInx 452 (—) =x(1+2lnx)
X
dont le seul zéro est situé en 1’abscisse 1/+/e.
L’étude des variations de f sur |0, 4| conduit &

x |0 1/+/e +oo
7l - 0 ¥
! N\ min 7

La fonction étant décroissante 2 gauche de 1/+/e et croissante i droite, elle présente un

minimum local en 1/+/€ ol
1 1
()= 2=
(d) Une nouvelle dérivation conduit &
F(x)=1+2lnx+2x (%) =3 +2Inx

dont le seul zéro est situé en I’abscisse 1/+/e3.
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L’étude du signe de f“ sur |0, +oo[ conduit &

x [0 1/+/e3 too
f,‘:‘ _ 0 +
f M Point d’inflexion 1)

Le graphe de f tourne sa concavité vers le haut a gauche de 1/ +/e3 et vers le bas 2 droite de
1/+/¢3. Le graphe posséde donc un point d’inflexion en 1/+/e> oit

1 3
()=
(&) Pour esquisser le graphe de £, on remarque
chl_%f'(x) = )]c_l_%x(l +2Inx) =0

de sorte que la tangente au graphe de f tend i &tre horizontale au voisinage de 1’origine.

Par ailleurs, on note également que 1/v/e3 < 1/./e de sorte que le tableau consolidé des
variations de f prend la forme

|0 1/vVe3 1/ o0

oy — - - 0  +
i - 0 + + o+
f “x N N min 7

n PL U U U

(0) —3/(2¢%) —1/(2e)

Le graphe de f peut donc &tre esquissé de la fagon suivante :

ii. Pour que le graphe de f présente 1’allure indiquée, il faut
— que limx%Inx = 0.
x—=0

La condition est vérifiée si et seulement si ¢ > 0 puisque toute puissance de x I’emporte sur le
logarithme au voisinage de 0.

— que lim x%Inx = oo,
X—r oo

La condition est vérifiée si et seulement s1 ¢« > 0 puisque toute puissance de x I’emporte sur le
logarithme au voisinage de 1’infini.
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— que lafonction présente un minimum local en une abscisse £ > 0.

Pour ce faire, on calcule

Fx) = x4 2% =x* Hamx +1)

qui s’annule en £ = e /%0 Le graphe de f présente bien un minimum local en ¥ puisque

x |0 x )
il
! Ny min 7

— que lin‘tn} f'(x) = —eopour que le graphe présente une tangente verticale au voisinage de 1’ origine.
X—¥

Utilisant I’expression de la dérivée calculée ci-dessus, cette condition est vérifiée si et seulement
sict—1<0,ie siet seulement si ¢t < 1.

En regroupant les résultats ci-dessus, on constate que seule la valeur o0 = 1 vérifie toutes les
conditions et que le graphe présenté a donc été tracé pour cette valeur de o.

14 février 2014
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EXANA375 - FACSA, ULG, Liege, juillet 2013.

Déterminez les dimensions (rayon de la base R et hauteur h) d'une canette, assimilée a un
cylindre parfait, devant contenir un volume V donné et pouvant étre réalisée en utilisant le
minimum d'aluminium, c'est-a-dire présentant l'aire totale minimale. Justifiez.

Que vaut l'aire minimale ?

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Eric J.M. DELHEZ. Prof Vincent
DENOEL). "http://lwww.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes"’

Notant R le rayon de la canette et A sa hauteur, le volume V et la surface totale A sont donnés
respectivement par

V=nR’h, A=2nR*+27Rh
L'expression du volume V permet d’écrire
v
- wR?

En injectant ce résultat dans I’expression de A, on peut exprimer 1'aire comme fonction de la seule
variable R, soit

A%
AR) =2nR*+ =

R

Pour étudier les variations de A et identifier les éventuels extrema, on calcule
2V
A'(R) =47R — 2

[V
qui s’annule en R = ¢ o L’émde du signe de la dérivée

Vv
R0 ;— oo
2n +
A - 0 +
A N, min

. : v . :
montre que la fonction est décroissante 3 gauche de R = { 7 et croissante 4 droite.

Deés lors 1'aire est minimale pour

Vv Vv 4V
R = } s h: _— 3 _—
V 2n TR2 ¥V 1.
Pour ces dimensions, I'aire totale est donnée par
A =13v27V2

14 février 2014
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EXANA376 — FACSA, ULG, Liége, juillet 2013.

i. Calculez les trois intégrales suivantes :

1
dx C) .foxlnxdx

01+ X 7 o b)-[01+x2

Inlz sin x dx J-

ii. Montrez que :
0 sin X+ COS X

tanx+1

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Eric J.M. DELHEZ. Prof Vincent
DENOEL). "http://www.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes"’

1. Les trois intégrales proposées peuvent &tre évaluées comme suit.

(a)[ 172 (1+x2)] :%1112;

0

o [t [ L5 [ (koo

(¢) Par application de la formule d’intégration par par parties

b b
] feldx= fgl’ — f Fgdx
aveg
1
X

2

f=Inx f=

g =x !
£75
on obtient

e 1 e 1 re
fxlnxdxzixglnx] —= | xdx

1 . 24
1, 1,]°
-2,
1, 1, 1 1+é
3 R S
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ii. Afin de montrer que

fnfz sinx dx _fﬁf{z dx
o sinx+cosx Jo tgx+1

commengons par transformer le second membre de cette expression en multipliant haut et bas par

cosx. 11 vient
f"ﬁ dx /“"/ 2 cosxdx
o tgx+1 Jo sinx-+cosx

puis, posant 4 = 1/2 —x, (du = —dx),

-/"‘/2 dx /O cos(n/2 —u) du
o tgx+1  Jaszsin(n/2—u)+cos(n/2 —u)

/"‘/2 siny du
~ Jo  cosu—tsiny

2 sinx dx
o sinx-+cosx

ce qui achéve la démonstration de 1’égalité annoncée.

14 février 2014
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EXANA377- FACSA, ULG, Liege, septembre 2013.

On considére la famille de fonctions

2
f (x) = arctan

1-x
ou B désigne un parametre entier strictement positif.
En discutant s'il y a lieu en fonction de la valeur de B,
i. déterminez le domaine de définition de j,
ii. déterminez les éventuelles asymptotes de f,
iii. étudiez la croissance-décroissance de f, déterminez les évetuels extrema,
iv. esquissez le graphe de f.

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Eric J.M. DELHEZ. Prof Vincent
DENOEL). "http://lwww.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes"’

i. Etant donné que la fonction arctg est définie sur R et que I
définition de f est R\{1}.

ii. Recherches des éventuelles asymptotes verticales.

est défini Vx # 1, le domaine de
X

Comme
2B
: X
lim arctg = {ar‘clg(_—m)} = —
=1t l—x

(S|

et )
28

. T
lim arctg = [arctg(+oo)} ==,
x—1- — X 2

il 'y a pas d’asymptote verticale mais la fonction présente une discontinuité en x = 1.
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Recherches des éventuelles asymptotes horizontales.

On calcule d’abord

>
: AT g L
lim = — lim AP = —e
x—btoe | —x X—ptoe
puisque B> 1 et2p— 1> 1. Dés lors
li t ai o
im arctg =——
xtes  C | —x 2
Le graphe de f présente une asymptote horizontale en +oo d’équation y = —1/2. Cette asymptote

est approchée par valeurs supérieures.
Procédant de la méme tagon en —ee, on calcule d’abord (en tenant compte de 23— 1> 1)

2
lim — = — lim P! =40

x——oe | —x x—r—oo

Des lors
2B
. X
lim arctg =
X—r—oo | —- X

2 A

Le graphe de f présente une asymptote horizontale en —ee d’équation y = m/2. Cette asymptote
est approchée par valeurs inférieures.
Recherches des éventuelles asvmptotes obliques.
Etant donné qu’il existe des asymptotes horizontales en =eo pour toutes les valeurs de P, cette
fonction n’admet aucune asymptote oblique.

. La fonction f est dérivable sur son domaine de définition et on a

Fraw 1 DBZHL{] — x) 422
Fx) = 5 -
I —

(1—-x)-
2B x(1—2B) +2B]
B (1—x)2 + x4

Cette dérivée s annule en
2B
2p—1

Ces deux valeurs appartiennent bien au domaine de définition de f : on a toujours

x1=0 et =

D=x<1<xm
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Dans ce cas, on peut des lors dresser le tableau de variation de f de la fagcon suivante :

2

0 1 P

T = 0 + + + + +
x(1-2B)+2B|+ + + + + 0O —
(l—ajtta® |4 4+ 4+ + ¢ ¢ 4
F - 0 + F + 0 -
f ¢ min A F A Max \,

Ainsi. f admet un minimum local en x; = 0 et un maximum local en xa.

On notera que
il oo (2B
_}((.\]) =0 el If{.\j)——dr(/tgm <0

iv. En utilisant les résultats dégagés ci-dessus, le graphe de f peut éire esquissé de la fagon suivante
pour toutes les valeurs entiéres de 3 > 1.

 f(x)

AH:y=m/2

o A

AH:y=-x/2

14 février 2014
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EXANA378 — FACSA, ULG, Liege, septembre 2013.

La résistance en flexion r d'une poutre de section rectangulaire est proportionnelle au produit
de la largeur ¢ de la poutre et du carre de sa hauteur h, i.e.

r=yth?
ou vy est une constante strictement positive.
Déterminez les dimensions (¢ et h) de la section de la poutre pouvant étre découpée dans un
tronc d'arbre (parfaitement circulaire) de rayon R et présentant la résistance la plus grande.

R
h <~

—

i

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Eric J.M. DELHEZ. Prof Vincent
DENOEL). "http://lwww.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes

La résistance de la poutre est donnée par
¥
r="yth

oty > 0 désigne une constante.

h
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En appliquant la relation de Pythagore dans le triangle identifié¢ sur la figure ci-dessus, on peut
exprimer la relation entre les dimensions de la poutre sous la forme

(€/2)* +(h/2)? = R

De cette expression, on tire la relation
h? =4R? — ¢2
qui permet d’exprimer la résistance de la poutre en fonction de la seule largeur £, i.e.
r(€) = YO(4R? — 2)

Pour déterminer les dimensions optimales de la poutre, il suffit dés lors d’étudier les variations de
cette fonction pour ¢ €]0.2R|[. On a

r'(¢) = y(4R* - 36%)
Sur I'intervalle considéré, cette dérivée s annule pour

2v'3
b={, = —\{_R

On peut ainsi dresser le tableau de variation de r sur [0,2R)]

‘ 0 l, 2R
4 + 0 -
r{0 /2 Max N\, O

Puisque la fonction est croissante a gauche de £, et décroissante a droite, on en conclut que r prend
sa valeur maximale en /,.

Les dimensions de la section de la poutre la plus résistante pouvant étre découpée dans un tronc
d’arbre de rayon R sont donc

[ 2V3,
3
et
S 2v6
he = 1/4R2 — 2 = —V/_R
3
14 février 2014
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EXANA379 — FACSA, ULG, Liége, septembre 2013.

i. Calculez les deux intégrales suivantes :
nl2 . nl2 2
a) jo sin x dx b) IO sin“ x dx

ii. Calculez les trois primitives suivantes :

b)j Xsin x dx c)j (;)de
4—x*

1
a) | l+\/;dx

Nous reprenons la solution proposée par I'université (Prof Eric J.M. DELHEZ. Prof Vincent
DENOEL). ""http://lwww.facsa.ulg.ac.be/cms/index.php?page=questions-des-sessions-precedentes

i. Calcul des intégrales.
a) La premiere intégrale est évaluée directement selon

n/2
/ sinx dx = [—a::.f)sx]gX2 =1
0

b) La deuxidme intégrale peut &tre calculée de la fagon suivante :

/2 21— 2%
[ﬂ sin’x dx = f idx
0 0 2

1. Calcul des primitives.
a) La premiere primitive peut &tre évaluée en effectuant le changement de variable x = u
(dx = 2udu).

2

/ R N 2u
1+yx ~ J 1+u

_f d_zfdu 2] du
1—|—u 1+

—2u—21n(|1+u))+C
=2+/x—2In{|1 + /&) +C

oll C désigne une constante arbitraire.

du
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b) La deuxiéme primitive peut &tre évaluée en appliquant 1a formule d’intégration par parties
[ £y = g — [ £e0)g
avec f(x) = —cosxet g(x) =x.Ona f'(x) =sinx, g'(x) =let
/x sinx dx = —xcosx+ fcosxdx

= —xcosx+sinx+C

ol C désigne une constante arbitraire.
¢) La troisiéme primitive peut &tre évaluée en effectuant le changement de variable x = 2giny
(dx =2cosydy),

f | a‘x—f 2cosydy 2cosy
42 (4—asin?y)2 | (dcostypn®

2cosy dy
dyv = /

~ J Bcos?y 4costy
= lt +C
~2 gy
1 siny 1 2siny
4 cosy 4 /4 4sin’y
__* ¢
44— x?

ol C désigne une constante arbitraire.

9 septembre 2013
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