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EXGSP170 FACSA, ULG, Liege, septembre 2013.

On considere deux points A et B appartenant a un cercle C de centre O, et un point Psitué
que la droite AB. Démontrer I'égalité :

PAPB=F -P
ou | etr désignent respectivement la longueur du segment |POI et r Ir rayon de C.

Nous reprenons |l a solution proposée par:
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~boigelot/cours/adm/
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Notons M le milien du segment [AB]. En appliquant la relation de
Chasles, on obtient

PAPB = (PM + MA).(PM + M B)
— (PM + MA).(PM — M A)

— — . ,
carona MA+ M § = 0. Cette expression se développe en

PAPD — PALPM — MAMA
— |PM? — [ MAP,

ot | XY désigne la longueur du segment [XY].

Dans les triangles rectangles PAM O et AMO, le théoreme de Pythagore
fournit respectivement

|PM|* = |PO)? — IMOJ?

ct
MA|? = |[OA]* = MO

En remplacant ces valeurs dans l'expression de PA.]@. on obtient
— .
PAPL — |PO? = |0A)?
_ (2 _ 7,2.

Note : C’est propriété définit la puissance d’un point par rapport a un cercle. Voir par exemple :
http://fr.wikipedia.org/wiki/Puissance d%27un_point_par rapport %C3%A0_un_cercle

Le 30 janvier 2015
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EXGSP1717 EPL, UCL, LLN, juillet 2015 série 1.

Un rectangle (A B, C, D) est tel que la longueur du coté ( AB) est g et celle du coté a

On consideére un point E situé sur le c6té (CD) a une distance xde C et un autre point F
sur le coté (DA) a une distance y de A On cherche x et ytels que l'aire du rectangle ( F, E D)
soit égale & la moitié de celle du polygone (A B, C, E F).

(1) lustrer I'énoncé par un dessin clair.

(2) Trouver la condition liant x, y et a

(3) Trouver I'ensemble des valeurs admissibles de (X, y).

(4)

4) Calculer - si elle existe - la valeur de y pour chacune des valeurs suivantes de X:

.a a a

'12'6'3
NB : des mesures sur un dessin ne constituent pas une démonstration.

Solution proposée pamicole Berckmans
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Ce qui donne finalement :

Le 28 septembre 2015.

_a(6x- a)

y_

Si

Si

Si

Si

e a g n@ g
——= avec X I%,— ~et y 10,z
3(2x- a) g'6 H 8 H
x=0 alors A
3
x=2 alors y A
12
a
x=— alors y=0
5 y
a o .
XZE alors c'est impossible.
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EXGSP172 71 EPL, UCL, LLN, juillet 2015 seérie 2.

Dans un plan euclidien, on considére une droite (d) et un point fixe Asitué a une distance
t>0de (d) (NB : | est la distance entre A et sa projection orthogonale sur (d) Un autre
point M est tel que ses distances par rapport a (d) et Asont reliées par MH =2 MA ou
H est la projection orthogonale de M sur (d). On note (G), le lieu des points décrit par M.
1. lustrer par un dessin clair.
2. Montrer que (G) est une ellipse que I'on caractérisera en fonction de | uniquement.
3. Exprimer en fonction de | uniquement les valeurs maximale et minimale de la
somme (MA+ MH).

Solution proposée par Nicole Berckmans

Nous pouvons répondre a cette question de différentes fagons.
1ére méthode : a l'aide d'un dessin.
2éme méthode : par la géométrie analytique
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Par dessin
« Par A tracons la droite d' perpendiculaire a d.
« Sur cette droite nous trouvons déja 2 points S et S du lieu cherché G

@:'5 et A

S, A= let SA=2I
« On peut trouver d'autres points du lieu. Il suffit de tracer une droite d” paralléle a d et a
distance x de d.

. X . . : :
Par A, on méne un arc de cercle de rayon > qui coupe d* en deux points Pet P du lieu

de G
« On voit apparaitre une ellipse de sommets S et S et de centre Omilieude S S
SS=SAFAS =l + 2=

~— 1— 2l

= 21 1
SlO—§O—2— §2‘S€ E:grandaxe( =3

s . — 4
« Par O menons une paralléle a d. Puisque OA = 3 par Amenons un arc de cercle de

2| . .
rayon 3 a qui coupe cette droite en S, et § deux autres sommets.

« Nous en déduisons que A et B sont les foyers de cette ellipse :

a’=b +ola z;l,c I—:etb ﬁﬁ
3 3 3

Le 28 septembre 2015. Modifié le 4 mars 2016 (Nicole Berckmans)
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EXGSP173 1 FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

Soient 4 points coplanaires P,Q, R Stels que P Q Rhe sont pas allignés.
On va prouver que les propriétés suivantes sont équivalentes deux a deux :
PQ=RS (1)
PQ=QS (2)
Les segments [PS] et [ QR ont le méme milieu  (3)
Pour ce faire, prouvez indépendamment les implications suivantes :
a) La propriété (1) implique la propriété (2);
b) La propriété (2) implique la propriété (3);
c) La propriété (3) implique la propriété (1);

Solution proposee par Dominique Druez

a)

PQ = RS Aj OR de ch bté de I'égal
_— = —_— = == = jouter e chaque cété de I'égalité
P_Q) + Qi: RS+QR =0QR+RS Commutativité de I'addition vectorielle
PR = Q@S Appliquer la relation de Chasles

b)
PR = QS
Soit M le milieu du segment [PS] :W = W
W 1 ﬁ?’ — W + @‘) — Q_S) 1 m Additionner les égalités membre & membre
—_ P s Commutativité de I’addition vectorielle

) MP = QM — M est le milieu de [PQ] Appliquer la relation de Chasles

c
Soit M le milieu du segment [PS] : W = W
i'? mlllﬂ)du seg_n:lentE{] : . _ﬂ,/[Q = RM Additionner les égalités membre a membre
PM + MQ = MS+RM =RM + MS Commutativité de I'addition vectorielle
PQ = RS Appliquer la relation de Chasles

Le 10 octobre 2015.
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EXGSP174 1 FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2014.

SoientC,,C, C, trois cercles coplanaires de méme rayon a et de centres respectifs P, Q R
passant tous trois par un point commun S. Soient T, U, Vtrois autres points ou les cercles
se coupent deux a deux (C, et C, se coupanten T, C, etC, se coupanten UC, etC ,
se coupanten V).
On va montrer que les points T,U,V sont sur un méme cercle de rayon A Pour ce faire
on va utiliser les propriétés suivantes:
Propriété 1 Un quadrilatére ABCD est un losange si et seuelement si
aB|=[Bq #cO DA
Propriété 2. Si ABCD est un losange, alors
AB=DC et AD =BC
a) Montrez que PTQS QUR&t RVP$nt des losanges.
b) Montrez que PTWV est un losange de cté a ol West le points tel que PT= VWA
¢) Montrez que QTWU est un losange de coté a
d) Deduisez des points b) et ¢) que les points T,U,V sur un méme cercle de rayon a,
et identifiez le centre de ce cercle.

a) Sest situé a une distance ades trois centres P Qet RLes trois cercles ont donc un méme
rayon a. On en déduit que :

PT=[TQ 3Q$ [P [€R| RV ¥ R Ve

En vertu de la propriété 1, les quadrilatéres PTQS QU et RVPSont des losanges.
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b) PT = VW par construction. En développant PT, ona
PV + VW +WT =W Y VT =WT
En vertu de la propriété 2, PTWV est donc un losange de c6té a
c) De a), on déduit que : VP = RS =UQet de b) que : UQ 3WT
QTWU est donc un losange de coté a
d)Onaalors: WV|=|WU| 3WT =
Les points V,U T sont donc équidistants de W et sont donc situé sur un cercle de centre
W et de rayon a

Le 5 octobre 2015.
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EXGSP17571 Polytech, Umons, Mons, juillet 2008.

Pour cette question, les méthodes de la géométrie synthétique seront a appliquer.
1. Dans le systéme de référence orthonormé OXY, on considére la circonférence (g,) de

o

rayon R et de centre C, dont les coordonnées (x, y) sont %,O
G

1-O:0n

Soit t la tangente a cette circonférence qui passe par un point B quelconque de cette
circonférence (pour que la figure soit claire, il est conseillé de choisir ce point B au
voisinage du milieu de I'arc forme des points dont les abscisses et les coordonnées sont
positives). cette tangente t coupe I'axe OY en un point J.

Soit une circonférence (gz) de centre C, qui passe par les 3 points O, B et J.

Soit J I'une des extrémités d'un diamétre de (g,) : on demande de déterminer quelle est
I'autre extrémité de ce diametre

2. Dans la méme figure, joignons ensuite O a B par un segment et tracons le diametre
d'extrémités U et V de (gz), paralléle a ce segment OB et passant par C..
Appelons K et L les projections orthogonales de C, respectivement sur OB et sur UV.
Appelons M et N les projections orthogonales de J respectivement sur OB et sur UV.
On demande de démontrer que OK = BM

3. Supposons a présent que B soit un point variable sur la circonférence (gl)
Déterminer alors pour quelle \aleur particuliere de OJ l'aire de la circorrférence(gz)

vaut le quadruple de l'aire de la circoriérence (g,).
[Rappelons qu'il est imposé que OC, = §]

Dans ce cas, considérons une ellipse dont I'un des axes est OJ et dont l'aire est égale a
celle de (gz). Quelle est la grandeur de l'autre axe deette ellipse(a exprimer en fonction

du rayon R de (g,)?

4. Supposons que B soit un point variable sur la circonférence de centre C, et de rayon R
Ses variations seront toutefois limitées de telle sorte que les abscisses de ce point B
soient 2 0. En ce cas, le point d'intersection J de la tangente en B a cette circonférence
avec l'axe OY est aussi un point variable et le triangle OG Jest, par conséquent, un
triangle variable. On demande d'établir quels sont les liex:

1°. du centre de gravité du triangle varialle OC J;

2°. du centre de la circonférence circoscrite au triangle variable OC J;
3°. du centre de la circonférence inscte au triangle variable OC, J;

4°. de l'orthocentre du trianle variable OC, J.
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1) Je dis que C, est I'extrémite du diamétre de g, issu de J. En effet, G Best un rayonde g
Le triangle JC Best donc rectangle et JG est un diamétre de g,.
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2) C, est le milieu de LN car les triangles rectangles C, LG et C NJsont égaux.

€C,0=GG rayons de g
| .
car j JN//LC par construction
} JC,N=LCC angles opposés par le sommet

Par C, tracons la perpendicualire p & UV. pcoupe OBen son milieu car OBest une
cordede g, etp "OB

Par conséquent, K est I'image de M selon la symétrie orthogonale d'axe p. De méme O
est I'image de B. L'image du segment MB est donc OK et comme la symétrie orthogonale

conserve les longueurs, on a : OK = BM

3) Si l'aire de g, est égale a 4 airesde galors C,C, 2R

Dans le triangle rectangle JOC, onaalors OG_ + 0J =JC

3RV7
2

T — R? —
Y 0 =4R v YOJ =—— 39686 R

Si l'aire de I'ellipse E est égale a l'aire de g,, ona: p.ab =4 K,

S - - O
ou a et b sont les demi-grands axes de I'ellipse et avec a= 7‘]

2
v p=_2PR_ | 16ﬁR 90158 R
psRﬁ 21

4
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Lieu du centre de gravité
avec xp > 0

I
i
i
i
I C
i
I
i

4.1) Lieu du centre de gravité

G est le point d'intersection des médiane. G est donc I'image de J selon I'homothétie de
centre C,, milieu de OC, et de rapport 1/3. Le lieu de J étant I'axe de y le lieu de G
est une droite parallele a I'axe des y et d'équation : x= R/6.

Les positions extremes de G sont obtenues quand B et J sont confondus.

Q_K:Rﬁ .

Siy, est positif, ona OJ = 6
RV3
6

Si y, est négatif, alors y,; =
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4.2) Lieu du centre des cercles circonscrits
Le centre du cercle circonscrit au triangle est le point de rencontre des médiatrices.
Le lieu du centre P des cercles est donc la médiatrice de OC d'équationy = R/ 4.
En effet, cette médiatrice est indépendante de la position de B sur le cercle g,.

Les positions extremes de P obtenues pour B Jsont y, % avec

— 2 ! 0] 0
oi- g B RB L A4RREO ,, B R3 O
4 2 cd 4 - 4c 4 =

www.matheux.c.la - GSP 17 - 14 -



http://www.matheux.c.la/

Lieu du centre de la
circonférence inscrite
avec rg > 0

4.3) Lieu du centre du cercle inscrit
Le centre du cercle inscrit est le point de rencontre des bissectrices.

Le lieu est donc les bissectrices d'équationy = x (si x, ) ety =x{si x 0)<ui
sont indépendantes de la position de B sur g,.
Cherchons les positions extréemes du centre |.
Siy, >0
*SiB 1J, le rayon du cercle inscrit au triangle rectangle OG Jest donné par

. 203+0G -JG :RJ§/2 W2 1- RJ§ 1 -
2 2 4
(Voir référence ci-dessous pour la justification de la formule)

a J3-1 J3 1 6
aBJ_ ,R\/_ o

On deduit les coordonnées de |, =

c 4 4 2
*SiB 1T, alors J est envoyé a l'infini ¥, QR,B 8
¢4 4 =+
Si yg <0, par simple symétrie, on obtient
. & J3-1 _J3-106 . 8R R 5
I, =aR -R 8th, == — &
c 4 4 C 4 =

4.3) Lieu de I'orthocentre
Le lieu est simplement le point O, point de rencontre des hauteurs OJ et OG.

Calcul du rayon du cercle circonscrit a un triangle rectangle : http://le-castillon.etab.ac-caen.fr/sites/le-castillon.etab.ac-
caen.fr/IMG/pdf/Calcul_du_rayon_du_cercle_inscrit a_un_triangle rectangle.pdf

Le 30 janvier 2016
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http://le-castillon.etab.ac-caen.fr/sites/le-castillon.etab.ac-caen.fr/IMG/pdf/Calcul_du_rayon_du_cercle_inscrit_a_un_triangle_rectangle.pdf

EXGSP176 1 EPL, UCL, LLN, septembre 2015

Un triangle (A, B, C) est rectangle en C On trace la bissectrice de I'angle B qui coupe le
coté (C, A) au point O. On trace un cercle de centre Oet de rayon OC La demi-droite [ BO

coupe le cercle aux points P et Q (dans le sens Ba Q, se trouvent dans l'ordre : B R Oet Q.
1) Hlustrer I'énoncé par un dessin clair.

2) Caractériser I'intersection entre le cercle et le coté (A B).

PQ

3) Exprimer le rapport de distances BP en fonction des longueurs BC et CA

uniquement.

4) Application : calculer le rapport % pour BC=3et CA 4.
NB: (i) Des mesures sur un dessin ne constituent pas une démonstration;
(ii) Justifiez vos réponses.
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Désignons CBpar aet CApar b
a) Tout point de la bissectrice de B est équidistant des cotés CBet AB Par conséquent, Oest
a méme distance de CB et de AB Le cercle de centre Oet de rayon OC= Rest donc tangent

a AB. Soit F le point de tangence. OF est perpendiculaire 8 ABet CB= FB =a
b) Dans le triangle rectangle OCB ona:

(R+PB =R &  YPB R &+ R- (1)
Exprimons que l'aire du triangle ABC est la somme des aires de plusieurs triangles rectangles :

a aR RAF -— .a(b-2R
DABC =2 (QB +OFP 2& 2—= —~ AF Y(—R__) (2)

2 2
Appliquons Pythagore dans le triangle rectangle OFA
(b- R =R AF WAF b2 R (3)

On élimine AF entre (2) et (3). Aprés simplification et réarrangement, on obtient une
équation du second dégré en R dont on ne retient que la solution positive.

bR+24R-4b & R V&l -d E%adg 1 +a§-

o8

a a2

=a bzﬂ

at H-a (4

olo
1-00: O

¢
ol on a posé : a =% et bE2 a4 +
On peut maintenant calculer le rapport demandé a partir de (1) et (4), et en multipliant
et divisant par le binbme conjugué du dénominateur:

@: 2R ZR(\/Rzi %

PB \/R2+a R @&

)1\/a a a+ a + )}) - a

Onmeta(b - )aen evidence dans le deuxieme facteur et on obtient finalement :

o

%_ _za 1 ¢
ﬁ_2(b )zzefl m 1_

EBC=a 3. . .
Application: F_ Y a 3 YbvE?a 2 = YB-a-=
TAC=b = 4 4 2

T u-‘*' <

Y ';_g_l(\/_ {L) C'est le nombre d'or.

Le 30 janvier 2015
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EXGSP177 1 FACS, ULB, Bruxelles, juillet 2015.

Deux villes A et B sont séparées par une riviere rectiligne de largeur |, située a une distance
a de Aet bde B Les droites perpendiculaires a la riviére abaisées de Aet Bsont éloignées
d'une distance d. On souhaite placer un pont perpendiculaire a la riviere reliant un point P de
la berge du cété de A a un point Q de la berge du c6té de B, de sorte que la distance entre A
et P soit égale a la distance entre B et Q.

a) Calculer la distance x entre le pont et la perpendiculaire a la riviére abaissée de B,

en focntion de a,b, d et |.
b) Prouvez que le point P doit se trouver sur la médiatrice du segment [AC], ou

C est le point tel que BC= QP

A
’
d
a
P
x =7 [
b
B
A
r///l
/
///
/
. / a
Ao
y
)
~
S
e
//
P
/ A
// B
//
/ !
/"‘
cl Q
b
B
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a) On doit avoir BQ= PAouencore BQ =PA Yb + (=d Kk ‘Za+

2 2
Y x:$ qui est donc indépendant de |

b) Soit C image de Bselon la translation de vecteur QP Tracons BC
Le quadrilatére BCPQest un parallélogramme puisque BC = QPet que BC// QF
Y BQ=CP
Or P est positionné de facon a ce que BQ= PA
Par conséquent, PA= CPet Pest donc situé sur la médiatrice du segment [ AQ

Le 30 janvier 2015
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EXGSP178 17 FACSA, ULG, Liege, juillet 2015.

Un point P appartient a la diagonale BD d'un carré ABCD On note cla longueur de chacun
des cotes de ce carré. Démontrer I'égalité suivante :

BP.OP=| AR -¢

Nous reprenons |l a solution proposée par:
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~boigelot/cours/adm/

'\711 IEL DIro :)llété d‘Ol‘tho""(:}llilhté entre C'(Stéf:i ct entre dik_‘l‘c"onﬂlcs du C"c'LI’l‘é‘
=) t=} )
on a successivement:

BP.DP

(fﬁ+ﬁ)(ﬁ+ﬁ)
= (BA+DA). 7P + APy

= |[AP|P - AP AC

= |APIP — AB. A

= ||AP|P - ||AB|?

— AP|E =2
AP

Le 30 janvier 2015
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EXGSP179 1 FACSA, ULG, Liege, septembre 2015.

On considere deux cercles C et C' se coupant en deux points distincts A et B. On note P
le point diametralement oppose a Asur C , et P' le point diametralement oppose a A

sur C'.

Démontrer que les points P, B et P' sont alignés.

Nous reprenons |l a solution preaopBranéose Bastien) | ' uni
http://www.montefiore.ulg.ac.be/~boigelot/cours/adm/

Le point I3 appartient au cercle C, dont le segment [AP] est un diameétre.
Le triangle ABP étant inscrit dans un demi-cercle, il est rectangle en
B, ce qui signifie que 'angle ABP est droit. Par un raisonnement
similaire dans le cercle €', dont [AF'] est un diametre, on obtient que
I'angle ABD est également droit. Les points P et P’ appartiennent
donc tous deux a la droite perpendiculaire & AB passant par B. Les
trois points P, B, et P’ sont donc bien situés sur une méme droite.

Le 15 janvier 2016
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