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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

1. NOTIONS DE DERIVEE PARTIELLE ET DE DIFFERENTIELLE
TOTALE

1.1. Notions élémentaires de dérivée partielle

Lorsqu'une fonction n'est dépendante que d'une seule variable y=f(x), on parle de dérivée simple (lorsqu’elle
peut étre déterminée) par la quantité suivante:

Fe) = tim F0 =)

XX X — 'XO

et que I'on note aussi par: f (x,) =

Ifix)
ox

o

Lorsque la fonction est dépendante de plus d'une variable z=f{x,y), chaque dérivée par rapport a l'une ou
l'autre des variables est appelée une dérivée partielle:

f (5, 1) = g_{c =lim S, yl) S )

Notez l'indice x qui indique la
dérivée par rapport a la variable
et qui remplace le prime (').

De méme, la dérivée partielle par rapport a la seconde variable s'écrit:

f(xla y) f(xla yl)
y—m Y=

Et que I'on note aussi sous la forme:

fy()q,yl)=a§—f

f(xl, »+AY) = fx, 1)
Ay—>0 Ay

N

(xls)’l

Le Delta (A ) dénote la
petite distance de y a y;

Evidemment, la valeur de la dérivée partielle f; ou /; dépend du point (x;,y;) considéré. Pour effectuer un
dérivée partielle par rapport a une variable x, il suffit, dans la dérivation, de considérer l'autre variable y comme une
constante.

EXEMPLE 1 :

Soit la fonction a 2 variables suivante:

-page 1 -



Chapitre 1 Dérivée partielle et différentielle totale

z=flx,y)=x"y+xsiny

Si on veut obtenir la dérivée partielle de f par rapport a x, on doit considérer comme si y=k, et la dérivée
partielle retourne alors a la notion de dérivée simple pour une variable.

f (x,y):g—£=2xy+siny
de méme:

fy(x,y)zg—J;zx2+xcosy

1.2. Interprétation géométrique des dérivées partielles

Dans la figure, il faut voir que la fonction f{x,y) constitue une surface si les axes de base sont x et y. Dés lors
la dérivée partielle f; est la tangente a la surface f(x,y) au point considéré (x,,y;), dirigé suivant I’axe des x. De méme
la dérivée partielle £, est la tangente a la surface f(x,y) au point considéré (x,,y;), dirigé suivant I’axe des y.

1.3. Dérivées partielles secondes :

Les dérivées partielles précédentes sont dite d'ordre 1, lorsqu’on on a dérivé une seule fois, que ce soit par
rapport a l'une ou l'autre variable. En différentiant a nouveau les fonctions' obtenues une autre fois, on obtient des
dérivées partielles secondes (ou dérivées partielles de second ordre) et qui sont notées de la fagon:

s CO

! Attention : on calcule la dérivée d’une fonction a partir de son expression, pour obtenir une autre expression, et non pas a partir de la valeur
prise par la fonction en un point donné. Ainsi on dérive f(x)=2x pour trouver [’expresssion f’(x)=2, mais on ne dérive pas f(x=4)=2x4=8 pour
trouver que f(x)=0 en tout temps, ce qui est complément absurde. Dériver, ¢ est dériver une fonction, pas une valeur!
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Equation différentielles

aa;gx ay(géj fxy

Notez l'ordre d’écriture
az_f:i al :f des indices.
ay2 ay ay »y

aa)jg; ax(gj;j fyx

Théoréeme :

Si les dérivées secondes sont continues, alors les dérivées secondes croisées sont égales:

9Of _9f
Jyox ~ oxdy

c’est a dire que 1’ordre de dérivation n’est pas importante.

EXEMPLE 2 :

Soit a calculer les dérivées secondes partielles pour la fonction 2 variables suivante (méme fonction qu’a
I’exemple 1) :

z=flx,y)=x"y+xsiny

nous avions déja obtenues les dérivées premicres suivantes

f(xy) =2xy+siny  —  f @y)=

_of _o(9f
fy(x,y)—@—x%xcosy - fyy(x,y)—@—

f (x,y)= (alj 2x+cosy

1.4. Dérivées partielles d’une fonction a plus de deux variables :

Lorsque la fonction comporte plus que deux variables, il suffit de considérer toutes les autres variables
comme des constantes afin de réaliser les dérivées partielles par rapport a une variable donnée.

fx (% 1 2) = aj;(;c)

= 111’1’1 f(x’ yl’ Zl) _ f(xl’ yp Zl) = 111’1’1 f(xl + A)C, yl’ Zl) — f(xla yla Zl)
(ornz) *=x X—X Ax—0 Ax
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Chapitre 1 Dérivée partielle et différentielle totale

EXEMPLE 3 :

Soit a trouver les dérivées partielles de premier et de second ordre de la fonction a trois variables suivante :

w= fix,y,2)=x"+y + 2 +xp.€’
SOLUTION :

f e y,z)==—=2x+y.e fy(x,y,z)=%=2y+x.ez fz(x,y,z)=3—£=22+xy.ez
fxx(x,y,z)zﬁ(g—ij=2 fyy(x,y,z)zaa—y(g—gj=2 fzz(x,y,z)zaa—z(g—ij=2+xy

fooma=d(L)=c  flona=2(L)exe funa=3(L)-re

on peut aussi vérifier que les dérivées partielles croisées sont les mémes :

1.5. Différentielle totale :

La différentielle totale d’une fonction est la somme des dérivées partielles par I’accroissement due a chacune
des variables :

Soit par exemple la fonction a trois variables suivante :
w= flx, y,2)

la différentielle totale est alors:

Aw = Mx, y,2) =3—J;Ax+g—1;.Ay+g—J;.AZ = foAx+ fL Ay + fLAz

En somme il s’agit du produit scalaire entre le vecteur des dérivées partielles qu’on appelle le gradient et le
vecteur des accroissements :

/4
e R o
grad(f)zV(f)z% Ar =|Ay = Aw=V(f)e Ar
Jf Az
0z

Géométriquement on peut voir que la différentielle totale est le déplacement total selon les déplacements
infinitésimaux le long de chacun axes.
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Equation différentielles

EXEMPLE 4 :

Soit a exprimer la différentielle totale de la fonction suivante :

w= fx,y,2)=x"+y + 2" +xp.€’

SOLUTION :

Aw=AMx,y,2) = f.Ax+ f Ay + f.Az

Mx,y,z)=2x+ y.e).Ax+ 2y + x.€)).Ay + 2z + xy.€").Az
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Chapitre 1 Dérivée partielle et différentielle totale

EXERCICES

Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes des fonctions suivantes:

1. fix,y)=x"+)".
2. fy,z)=2y7.
3. fix,y,2)=6x+3y"+3z.e".

4. flx,y,z)=x+y +xycosz.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

2. CONCEPTS FONDAMENTAUX - CHAMPS DE DIRECTION

2.1. Définitions :

Une équation différentielle est une équation ou apparait une ou plusieurs dérivées de la variable a résoudre.

Une équation différentielle est dite ordinaire si la variable a résoudre n’est dépendante que d’une seule autre
variable.

L’ordre d’une équation différentielle dépend de la plus haute dérivée apparaissant dans I’équation. Par
exemple une équation différentielle du premier ordre ne contient que la dérivée premiére et possiblement la fonction
elle-méme. Une équation du 2°™ ordre contient obligatoirement la dérivée seconde et possiblement la fonction et la
dérivé premicre.

Une équation différentielle est dite linéaire si elle est formée par une combinaison linéaire de la variable et de
ses dérivées.

Forme implicite d’une équation différentielle :

F(x,»,5)=0

par exemple : 2x+ Y2y =0

Forme explicite d’une équation différentielle :

par exemple : -2x=-2y=)"

2.2. Notion de solution :

La solution d’une équation différentielle est une fonction /(x), c’est a dire une expression explicite de la
combinaison de la variable x (dans laquelle la dépendance envers la variable y a disparu) et qui substitu¢ a y dans
I’équation, satisfait cette équation dans une plage de valeurs de la variable : a<x<b.

EXEMPLE 1 : SOLUTION EXPLICITE
La devinette est (1’équation différentielle):
xy'=2y

Devinez une fonction 4(x) qui une fois substituée a y vérifie bien cette équation.
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Chapitre 2 Concepts fondamentaux — champ de direction

SOLUTION :

Bien siir, pour I’instant , on essaie de deviner un peu au hasard, mais nous verrons que nous sommes ici pour
apprendre une méthode systématique de résolution de ce genre d’équations.

Donc si on essaie de substituer : y=h(x)=x"
Nous allons voir que : y'=h'(x)=2x
Et alors : x(2x) = x*

Donc, nous dirons que /(x) = x est solution explicite de 1’équation.

EXEMPLE 2 : SOLUTION IMPLICITE

Soit a trouver une solution pour I’équation suivante :

W'=—x

SOLUTION :

Nous pouvons voir que 1’expression suivante est solution de 1’équation ci-dessus :
h(x,y)=x>+1y*=1=0

En effet, il suffit de réarranger sous la forme y2 =1—x"et de dériver les 2 membres de cette égalité par
rapport a la variable x pour voir qu’elle vérifie bien 1’équation de départ :

2y'y* =0-2x.

RECAPITULATION :

% Quand on trouve une solution sous la forme : A(x, ) =0, on parle de solution implicite.

% Si par contre la solution se présente sous la forme : y = /(x), on parle alors de solution explicite.

Ainsi la solution implicite précédente : h(x,y)=3p" +x>—=1=0 a pour expression explicite :

y=h(x)=2yJ1- x* . Mais on voit que le passage de la forme implicite a la forme explicite n’est pas toujours
biunivoque.

2.3. Différentes solutions?

Dans ce cours nous allons distinguer les différentes formes de solution, car pour une méme équation, nous
allons parler de la solution homogeéne ou de fonction complémentaire (general solution), de solution singuliére
(singlar solution), de solution générale (general solution), puis de solution particuliére (particular solution).
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Equation différentielles

Comme le libellé de ces termes a changé depuis le siécle précédent, il est important de bien signifier que vous
parlez des mémes choses lorsque vous communiquerez avec vos collégues ingénieurs de 1’ancienne école.

Ainsi ils vous parlerons de cette fagon :

Ce qu’ils voulaient vous signifier | Ils utiliseront le terme Ce qui signifiera pour vous
Solution de I’équation sans Solution générale Solution homogeéne
second membre General solution Solution complémentaire
Solution insolite de 1’équation Solution particuliére Solution singuliére
avec second membre. Particular solution Singular solution
Solution compléte de 1’équation | Solution générale Solution générale
avec second membre General solution General solution
Solution avec les contraintes des | Solution particuliére Solution particuliere
conditions initiales Particular solution

Solution spécifique

Vous allez apprendre a déméler ces termes ci-apres.

2.4. Méthodologie générale de résolution d’une équation différentielle :

Les équations différentielles nous servent pour modéliser le processus physique (sous forme d’une équation-
devinette), puis de trouver les expressions mathématiques (les solutions) qui vont décrire le comportement futur de
I’objet. Notre réle d’ingénieur consiste a simuler les résultats avant de constater bétement que le pont tombe alors
qu’on est en train de le construire.

1ére étape : modéliser

L’équation différentielle qui représente le phénoméne physique se présentera sous la forme générale :

Equation avec

ox).y'+B(x).y = fix) A/ second membre

11 s’agit 1a d’une équation avec le second membre f{x) qui est I’entrée forcée du systéme.

2°me étape : trouver d’abord la solution de I’équation homogeéne (sans le second membre)
associée

11 s’agit de trouver une fonction /(X) qui satisfasse 1’équation dite homogéne:

Equation
a(x)-y"i'ﬂ(x),y =0 homogéne
a(x).h'(x) + ﬁ(x)-th):O\
Solution
homogene
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Chapitre 2 Concepts fondamentaux — champ de direction

3éme

étape : Chercher une fonction singuliére qui satisfasse I’équation générale avec second
membre

Solution
Il s’agit de trouver S(x) tel que : singuliére

o(x).s'(x) + B(x).s(x) = f(x)

4°™ étape : former la solution générale

On montrera que la combinaison des solution homogéne et singuliere est aussi solution de I’équation
générale. Donc, si g(x) =h(x)+s(x), g(x) satisfait :

Solution
o(x).g'(x)+ B(x).g(x) = f(x) générale

étape : introduire les conditions de initiales pour déterminer la solution particuliére

5éme

L’introduction des conditions initiales nous fait passer d’une solution générale vers une solution particuliére
selon les conditions (particuli¢res) au départ.

EXEMPLE 4 : DECROISSANCE RADIOACTIVE

Soit le probléme de décroissance exponenticlle d’un ¢lément radioactif. On constate que la variation de
quantité de matiére radioactive est proportionnelle a la quantité initiale.

1ére étape : modéliser

»_,
ot

par exemple, on a mesuré quek =—1.4x107""  sec™ dans le cas du Radium 226 :

/ Masse atomique
de I’isotope
Ra>®

/88

Numéro atomique
(nombre de protons)

Le signe négatif indique que la variation est décroissante, c’est a dire une diminution progressive de la
quantité de matiére originale. L’équation se pose alors sous la forme :

Vv=ky = y-ky=0
On voit alors qu’on a affaire une équation sans second membre. Recherchons d’abord la solution homogene.

2°me étape : trouver d’abord la solution de I’équation homogéne (sans le second membre)

associée

y—ky=0 > 5, =Ge"
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Equation différentielles

3éme

étape : Chercher un fonction singuliére qui satisfasse I’équation générale avec second
membre

Dans ce cas-ci I’équation générale avec second membre est aussi 1’équation homogeéne puisque le second
membre est nul. De plus la solution singuliére est dans ce cas-ci :

y-k.y=0 » . =0

4éme

étape : former la solution générale

La solution générale est alors :
_ _ k.t
yg—yh+ys—Cle +0

5éme

étape : introduire les conditions de initiales pour déterminer la solution particuliére

Et la solution particuliére, & cause de la condition de départ impos¢ par y,(0) =2 permet de fixer la

constante C :

k.
v, (0)=Ce"
= (=2
y,(0)=2
d’ou la solution particuliére:

(1) =2¢"

2.5. Résolution par la méthode des champs directeurs

Dans le cas d’impossibilité de trouver une solution sous forme analytique exacte, ou que la solution est trop
compliqué a trouver sous forme analytique, on utilise une méthode d’approximation qui donne une solution
approchée des points qui satisfont a 1’équation de départ. Nous allons voir ici une premiére technique, celle des
champs directeurs. Pour cela, il faut absolument que le probléme pose une condition initiale, un point par ou doit
passer la courbe.

Cette méthode s’applique donc dans le cas ou le probléme peut étre présenté sous la forme suivante :

{y'= F(x,y)
Y(x) = ¥,

Si la courbe passe par le point P(xo, ¥,), la pente en ce pointest : y,'= f(xo, ¥,) . Pour déterminer les points
suivants, on progresse de proche en proche en estimant la position du point suivant a partir d’une extrapolation
linéaire grace a la tangente au point courant. Ainsi, pour déterminer le point P(xp yl) , on se sert de la pente au point

P(x,y,) de la fagon suivante :

=Y, '
=y =f(x,y) = y=0-x)Xf(x,y)+y

1
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Chapitre 2 Concepts fondamentaux — champ de direction

Ainsi en fixant X;, on obtient ), par ’extrapolation lin€aire ci-dessus. Ensuite on enfourne de nouveau le

couple (X, 1) dans I’équation d’origine pour trouver la nouvelle pente 3,'= f(x,, ).

On obtient alors 1’allure de la courbe suivante :

4
— &Rk wel

_ —~c3£.-. feacs, 4]

Tracage du champ de directions a I’aide de I'ordinateur :

Certains logiciels comme Mathlab, Mathcad ou Maple, peuvent tracer ce champ de directions pour vous si
vous lui fournissez I’équation. Le logiciel va calculer pour une multitude de points du plan (x,)’), les pentes qu’il

affiche par une petite fléche pour indiquer la direction de la pente en ce point. Le résultat est un champ de directions.
Si en plus, vous fournissez la condition initiale, le logiciel peut tracer la solution graphique pour vous, selon le
procédé décrit ci-dessus qui est tout simplement implanté dans le logiciel.

Nous y reviendrons dans une démonstration avec le logiciel MapleV.

Tracage du champ de directions a la mitaine - les courbes isoclines :

A défaut de manipuler 1’ordinateur, nous allons procéder de la fagon suivante pour tracer une solution
graphique pour une équation déterminée.

1°"® étape : Tracer les courbes isoclines :

De cette fagon nous aurons des courbes le long desquelles la pente est toujours la méme. Attention & ne pas
vous meéler, ces courbes ne sont pas les solutions que vous recherchez. Ce ne sont que des aides pour arriver a tracer
la courbe solution.

F(x,y)=cte.
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Equation différentielles

Tracez ces courbes pour différentes valeurs de la constante.

2°ome étape : Tracer les petits segments de pente le long des courbes isoclines :

Le long de chacune de ces courbes, tracer un petit segment de pente, pour donner la direction (=const).

3°me étape : Tracer approximativement la solution en partant de la condition initiale.

Selon la condition initiale imposée y(x,) = ¥, , vous disposez alors du point de départ (X, , ) dans le plan
(x,y). Ce point se trouve sur une des courbes isoclines qui vous donne la direction de poursuite. Le tracé de la
pente vous projette vers un point (xl, yl) sur la courbe isocline suivante. La nouvelle pente de la seconde courbe

isocline vous projettera de nouveau vers le point (xz’ yz) ...et ainsi de suite. Ainsi vous obtiendrez une esquisse de

la solution sous forme géométrique. C’est ce qu’on appelle une solution graphique.

Certains logiciels, comme MapleV, peuvent vous aider d’abord a calculer une solution numérique (une suite
de couples (x,))) avant de tracer la courbe pour vous. Bien siir ce logiciel permet aussi de résoudre de fagon

analytique dans les cas simples pour vous (une solution sous forme d’une expression mathématique en lieu d’une
suite de points).

Voici donc un exemple de résolution graphique qui combine aussi un peu de calculs pour connaitre plus
précisément la pente au point suivant.

EXEMPLE 5 :

Soit I’équation: »'=X). On nous donne aussi la condition que la courbe doit passer par le point

x2-1

(x,v)=(1,2). La solution spécifique et analytique serait ¥ =2.e 2 . Nous allons essayer de faire comme si nous
ne savions pas la résoudre de fagon analytique et procéder avec la méthode des champs directeurs.

SOLUTION :

On commence par se donner un pas de calcul, c’est a dire un espacement entre les valeurs de x. Choisissons
ce pas h=x_ —x égal a 1. Ainsi le point (x,,)=(1,2)indique une pente y,'=x ¥, =1X2=2. Cette
pente va nous permettre d’extrapoler linéairement le point suivant ()C1 , yl) par la relation suivante:

V1= Yo X =Xy +h

Yo="T— = \
' X =X Y=Yt yo'h

On réévalue ensuite la nouvelle pente au point (x,,y,)=(2,4)par y,'=x,y, =2x4 =8. Ce qui nous

permet maintenant d’extrapoler linéairement le point (X, , y,)a partir de (x,, ), ) et de la nouvelle pente y,'.
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Chapitre 2 Concepts fondamentaux — champ de direction

gere"

Ainsi de suite.
EXEMPLE 6: EQUATION DE VAN DER POL
Soit & résoudre graphiquement I’équation suivante : '= 0.1(1— x°) —%

SOLUTION :

Tracer d’abord les courbes isoclines comme indiquées par la procédure. Le résultat est une famille de
spirales :

RESUME DE LA PROCEDURE :

1) Evaluer la dérivée (i.e. la pente) a partir du point initial (x,, y,) donné dans le probléme:

y,'=f(x,y)
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Equation différentielles

2) Fixer un pas de progression /1 . Plus ce pas est petit, davantage de calculs il y aura pour trouver les points
suivants, mais moins il y aura d’écart entre la courbe approximée et la courbe réelle.

xi+

Yin =Y +y'h

=x,+h
3) Calculer le point suivant (x,,,,V,,, ) par { !

4) Répéter 3) pour atteindre un tracé suffisant de la courbe.

- page 9 -



Chapitre 2 Concepts fondamentaux — champ de direction

EXERCICES

Trouver les solutions des équations simples (ces équations ne comportent pas de terme en y lui-méme)
suivantes par intégration directe :

1. y'=x’

2. y'=sin2x
3. y'=x"

4. y'=xe <

Vérifier que la fonction qui suit chaque équation est bien la solution de ladite équation.

5. y+y=x"-2, ygzce""+x2—2x.
6. y'+y=0, Y, =acosx+bsinx.
7. y'=e', ygze""+ax2+bx+c.

8. y42y+2y=0, y =e *(acosx+bsinx).

9. x+y'y=0, x4+ =1.

g

Appliquer la méthode des champs directeurs pour tracer la solution graphique (sur papier millimétré) pour les
équations suivantes:

y
v:3_
10. Y x>
y1)=2
y'—ﬁ
1. y
y(2)=1
V: +
12, 7Y
(0,5 =15
99y +x =0
13.{” o
y(2)=3
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14. {y’: 4
y(Hh=1
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

3. EQUATIONS A VARIABLES SEPARABLES — OU POUVANT S’Y
RAMENER

3.1.Equations de la forme g(y)y'= f(x)

Plusieurs équations différentielles du premier ordre peuvent se présenter sous la forme:

gy)y'=f(x)

On parle alors d’une équation a variables séparables puisque toutes les expressions de la variable
indépendante sont d’un coté de 1’égalité et toutes les expressions de 1’inconnue de I’autre coté.

Puisque par définition:

-

Y dx

on peut alors récrire plus convenablement en séparant les termes différentiels:

g(y)dy = f(x)dx

Pour résoudre cette équation, il suffit alors d’intégrer des deux cotés:
[edy=[f@)dx+C

Les primitives G()) et F'(x) existent si les fonctions g()) et f(x) fsont continues et on obtient alors la
solution pour ) en fonction de X .

EXEMPLE 1:

Soit a résoudre 1’équation suivante: 9yy'+4x =0

SOLUTION:

On commence par mettre 1’équation sous forme a variables séparées:

9yy'=—4x
9ydy = —4xdx
J-9ydy = I— 4xdx +C

d’ou la forme implicite de la solution:

-page I -



Chapitre 3 Equations & variables séparables — ou pouvant s’y ramener

9 2 2
—y ==2x"+C
2)’

9
ou encore Zyz +x°=C"

2 2

ou encore Sl + LA c"
9 4

Graphiquement, et selon la valeur de la constante C (ou C’ ou C"), il s’agit d’une famille d’ellipses.

§

EXEMPLE 2:

Trouver la solution pour I’équation suivante: »'=1+ y°

SOLUTION:

Toujours en cherchant a séparer les variables :

a—y=1+y2 = 9

ox 1+y

=ox

2

Puis en intégrant des deux cotés :
arctany =x+c
d’ou la solution explicite :
y=tan(x+c)
Surtout, il ne faut pas oublier d’introduire la constante dés 1’intégration, car le fait de « pitcher » n’importe

comment cette constante ne constitue pas pour autant une solution (c’est ce qui arrive a quelques uns qui ont les
neurones court-circuités en pensant que tan(x + c¢) = tan(x)+tan(c), ce qui est complétement faux). Vérifiez

que y = tan(x) + ¢ n’est pas une solution valide (2 moins que ¢ = 0).

EXEMPLE 3: CROISSANCE ET DECROISSANCE EXPONENTIELLE

La croissance et la décroissance exponentielle est régie par I’équation suivante :
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y'=ky

et dépend de la valeur positive ou négative de & .

SOLUTION:

séparer les variables :

Ne pas oublier de ne considérer que la
valeur absolue de y. Sinon le logarithme

Puis en intégrant des deux cotés :
d’une valeur négative n’existe pas!

1n| y|=kx+c¢
d’ou la solution explicite , en prenant 1’exponentielle des deux cotés.
eln\y\ N |y| = et
Et en posant ¢ = e , nous obtenons la solution générale (pensez que le signe est absorbé dans ¢ ):
y=ce"

Si k est négatif nous avons une exponentielle décroissante. Si k est positif nous avons une croissance
exponentielle.

EXEMPLE 4: PROBLEME AVEC VALEUR INITIALE

Soit a trouver la solution particuliére pour le probléme avec valeur initiale suivant :

SOLUTION:

Toujours effectuer la séparation des variables :

__y N dy _ ox
ox X y X

Soit en intégrant des deux cotés de 1’égalité :

In)y|=—Injx|+& =In| L |+
3
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Chapitre 3 Equations & variables séparables — ou pouvant s’y ramener

Puis en prenant I’exponentielle des 2 cotés :
i _ )
X
e'=e =
Soit encore, en enlevant les restrictions sur le signe de y :

c
y==
X

Au besoin, le signe est absorbé dans la constante c. Ce que nous obtenons est la solution générale. Pour
obtenir la solution particuliére, il suffit d’introduire la condition initiale pour fixer la valeur de la constante :

Et la solution particuliere est :

EXEMPLE 5: PROBLEME AVEC VALEUR INITIALE - COURBES EN CLOCHE

Soit a solutionner :

{y'= —2xy
y(0)=1

Comme toujours, cherchons a séparer les variables :

Y 2xy = Y_ —2x0x
y

ox
Soit par intégration :
_ 2 ~ _ —x?
1n|y|——x +c = y=ce

Selon la valeur de la constante ¢, ce sont toutes des courbes en cloche de différentes hauteurs. Si la condition
initiale nous est imposée, cela conduit a une solution particuliére :

-(x=0)*

(y=1)=ce = c=1

Toujours encadrer le résultat final

R \
N . . u’on vous a demandé.
d’ou la solution recherchée : q
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Le résultat est une famille de courbes en cloche. La hauteur de la cloche dépend de la constante c.

-3 -2 -1 0 1 2 3 x

3.2. Equations de la forme y'= g(y j

X

Certaines équations n’ont pas une forme a variables séparées évidente, mais peuvent s’y ramener apres un
changement adéquat de la variable. C’est le cas des équations de type :

e

Pour cela, il suffit de poser © = 2 = y=xu = Y'=u+xu',desorte que I’équation devient :
X

u+xu'=gu)
On peut des lors appliquer la méthode des variables séparables :

du dx

g(u)—u B X

EXEMPLE 6:

Soit & résoudre I’équation suivante : 2xyy'—y> +x° =0
SOLUTION:

D’abord, il s’agit de montrer qu’il s’agit d’une équation de la forme y'= g(ZJ en divisant le tout par x*
X
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)

forme souhaitée. I suffit a présent de faire le changement de variable indiqué :

Que I’on peut identifier sous la forme : y'= . On voit alors qu’il s’agit bien d’une équation de la

2ufu+xu')—u’ +1=0
Soit encore :
2xuu'+u’ +1=0
La séparation des variables nous donne alors :

ZMdZ:_ﬂ = ln(l+u2):—ln|x|+5 = l4+u’=
1+u X

¢
X

Et en réintroduisant la variable originelle qu’on cherchait :
2
C
1+(ZJ =— = x’+y’=Cx
Ou encore:

2 Y 4

Le résultat est une famille de cercles dont le bord est sur I’axe y.

A3

-8
u
RECAPITULATION DE LA METHODE :

1) Reconnaitre la forme y'= g[ZJ .
X

2) Poser u =

==
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) du dx
3) Résoudre ———=—

gw)—u x

Y

4) Substituer de nouveau tout ce qui est U par X pour avoir la solution finale.

3.3. Changement de variable de la forme v=ax+by +k

Parfois un changement de variable de la forme ci-indiquée permet de ramener 1’équation a la forme a
variables séparables.

EXEMPLE 7 : Forme non-linéaire de I’équation
a cause du produit 4yy’.

Soit a résoudre : (2x—4y+5)y+x—-2y+3=0
SOLUTION:

5
Le fait de voir 2x —4y et x — 2y nous suggére le changement de variable : v=x—2y + 5 Des lors, en
dérivant v nous obtenons aussi:
1=V
2

vi=1-2y' = y'=

Et maintenant, en substituant tout ce qui est ¥ et )'par Vv et V'préparés ci-dessus dans I’équation de départ,
nous avons:

(2v)(1_VJ+v—§+3:O
2 2

soit :

v—vv‘+v—§+§=0 = 2v—vv‘+l=0 = vv'=2v+l = 2v v'=1
2 2 2 2 4y +1

ce qui est bien de la forme reconnaissable g(y)y'= f(x).

11 faut de nouveau mettre sous une forme plus exploitable avant de faire la séparation des variables :

A W SR (U S P S SRR S WP
4v+1 4v+1 4v +1

finalement :
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- Jov=20r = v—11n|4v+1|=2x+5 = 4v—Infdv+1|=8x+c
4v+1 4

soit apres substitution de y :

4(x—2y+§)—ln =8x+c¢ = 4x-8y—In4x—-8y+11|=8x+c

5
4 x-2y+—|+1
( g 2)

d’ou le résultat cherché :

4x+8y+Infdx -8y +11|=c
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EXERCICES

Trouver la solution générale pour les équation suivantes :
1. y+2y'=0.
2. yw+25x=0
3. y'=1+0.01y7.
4. y+2x°y° =0.

5. y'=xy/2.

Trouver la solution en faisant le changement de variable u# = J pour les équations suivantes:

7. xy'=y"+y.
8 xy=x+y.
9. y)'= (xz +y2)/xy.
Trouver la solution en faisant le changement de variable v = ax + by + k pour les équations suivantes:
10. y'= (y+4x)2 .
11. y+cscy =0

Trouver la solution particuliére pour les problémes a valeur initiale suivants :

12 {y':—x/y
HOENCE

+y=0
13. {xy d )
y(2)=-2

14

{ Yy+x’ =0
yo)=1
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15 e'y'= 2(x+l)y2
" y0)=1/6 '
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

4, MQDELISATION - APPLICATION DE LA METHODE DE LA
SEPARATION DES VARIABLES AUX PROBLEMES PHYSIQUES

Modéliser veut dire, traduire en une formule mathématique qui permette de rendre compte de 1’évolution du
systéme physique. Pour sir que vous allez vous occuper de systémes physiques, car c’est pour cela que sont vos
études d’ingénieur... Sinon il fallait vous diriger vers les sciences économiques ou sociales pour étudier ces systémes
humains en conséquence... Mais, de toutes fagons, vous en seriez encore obligés d’avoir des notions d’équations
différentielles pour ces systémes! On en sera encore la! Ha! Ha!

4.1. APPLICATION: Datation au carbone 14

Un os fossilisé ne contient plus que 25% du carbone 14 (Cé4) original, déterminer le temps écoulé depuis la
mort de I’animal. La demi-vie du carbone 14 étant de 5730 années.

EXPLICATIONS:

Le carbone 14 est un isotope radioactif du carbone contenant 8 neutrons. L’isotope du carbone ordinaire est le
C?, c’est a dire qu’il contient 6 protons et 6 neutrons pour une masse totale de atomique de 12 (12 unités de masse

atomique ou u.m.a.). Lorsque I’animal était vivant, il ingurgite de la nourriture (végétale ou animale) et respire une
atmosphére qui contiennent une proportion fixe de C14/C12. A la mort de I’animal, le taux d’éléments radioactifs
commence a décroitre, et la proportion diminue par rapport au carbone 12 qui est inerte. William Frank Libby
(chimiste américain né a Grand-Valley, 1908-1980) proposa en 1960 (il recut le prix Nobel de chimie dans cette
méme année) de déterminer 1’age des fossiles en comparant ce rapport avec celui de 1’air ambiant.

SOLUTION:

On pose le probléme par le fait que la variation de radioactivité du carbone 14 est proportionnelle a la quantité
originale de cet isotope:

Doty = Dok = wplokire = pl=die =

La radioactivité est donc caractérisée par une décroissance exponentielle. La demi-vie est la période de temps
apres laquelle la radioactivité a baissé de moitié:

TN =0 ln(%)= k5730 = k=-0,000121année™
A présent nous pouvons déterminer I’age approximatif du fossile:

ki) _ 25 ln(%)

Yo€ = myo f— tl = m =11460 années

COMMENTAIRES:

Ce n’est qu’une date approximative, car bien que ce résultat soit mathématiquement exact, il faut tenir compte
au départ qu’il existe une certaine incertitude sur k lui-méme. En utilisant une datation paralléle avec d’autres
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Chapitre 4 Application a des problémes physiques

composants radioactifs, on se rend compte que la datation au carbone tend a sous-estimer 1’age réel du fossile. Ceci
est dli au fait qu’il y aurait eu une fluctuation dans temps du rapport C14/C12.

On remarque aussi que 25% correspond au double de la demi-vie, et c’est normal puisqu’il s’agit de 50% de
50%, c’est a dire la demi-vie de la demi-vie.

4.2. APPLICATION : Probleme de mélange

Au départ, 40 livres de sel sont dilués dans un réservoir de 200 gallons d’eau. On continue de déverser de
I’eau salé dans ce réservoir a un rythme de 5 gallons a la minute, a la concentration de 2 livres de sel par gallon. Le
mélange est maintenu uniforme par un systéme de brassage en continu. L’eau salée ressort par un deuxiéme conduit
a la méme vitesse de 5 gallons a la minute. Déterminer la quantité de sel qui se trouve a tout instant dans le réservoir.

SOLUTION :
1) Déterminer le modéle :

Si y(¢) est la quantité de sel qui se trouve a un instant t dans le réservoir, )'(f) est la variation de la quantité
de sel qui entre par rapport a celle qui sort du réservoir.

Comme il entre: 21lbx5gallons=101b de sel par minute et que la quantit¢ de sel qui en ressort:

5 gallons X y(f)
200 gallons

=0,025 y(¢) . L’équation est :
V'(6) =10-0,025)(¢)

2) Trouver directement la solution générale de cette équation avec second membre par la méthode de
séparation des variables :

V() = =0,025(y(r) — 400) = 5 —dioo =-0,025.dt = In[y—400|=-0,025¢+¢
et en prenant 1I’exponentielle des 2 membres: On utilise par convention le d (droit) en
lieu du 9 (rond) pour signifier une
y—400=c. 0025 différentielle par rapport au temps!

3) Trouver enfin la solution particuliére par introduction de la condition initiale pour fixer la constante c :

A t=0, la quantité de sel dans le réservoir était de 40 Ib . Donc :
1(0)=c.e 0= 1 400=40 = c¢=-3601b
Voici alors I’allure de la courbe de sel dans le réservoir :

() ==360.¢" "% + 400 [1b]
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50 100 150 L’{.,'U ot
reservoir y(t)

4.3. APPLICATION : Loi de Newton pour le refroidissement

Une bille de cuivre est chauffée a 100°C (température d’¢ébullition de I’eau). A t=0 secondes, la bille est
plongée dans une cuve d’eau a 30°C. On note qu’a t=3 mn. la température de la bille est ramenée a T=71°C. Au bout
de combien de temps la température de bille sera-t-elle ramenée a 31°C.

EXPLICATIONS:

L’expérience physique montre que la température de la bille subit une décroissance proportionnelle a la
différence instantanée de température entre le corps et la température ambiante.

SOLUTION:

1) Poser 1’équation: % =kT-T)

2) Trouver la solution complémentaire (solution homogéne sans le second membre).
3) Trouver la solution singuliére (solution avec le second membre).
4) Déterminer la solution générale qui est simplement la solution complémentaire + solution singuliére.

Remarquons qu’encore une fois, la méthode de séparation des variables nous aménera directement a la
solution générale, sans passer par les étapes 2 et 3:

@l =kt = Wr-]=kre = [r-T|-cé

Comme la température de la bille est plus élevée que la température ambiante, nous avons pour solution
générale:

T-T,=Ceé" = T@t)=Ce"+T,
5) Détermination de la solution particuliére:
puisque a t=0 seconde, nous avons T=100°C, donc:

T(t=0)=C.é"+30°=100° = C=70°
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et la solution particuliere est:

T(t) = 70.¢" +30 Celcius

6) Déterminer la constante de refroidissement (2 partir des constatations expérimentales):

T(t = 3mn) = 70.>™ 1+ 30 = 71°Celcius = k = %1{%) =-0,1783 mn’

6) On peut, a présent, prédire le temps que prendra la bille pour atteindre la température de 31°C:

T(6) =70.6 7% +30 =31°Celeius = 4 =—54=ez 1"(310760300j =23,83mn

7) Petit croquis pour récapituler qu’on a bien maitrisé tous les aspects du probléme.

4.4. APPLICATION: écoulement d’eau a travers un orifice (loi de Torricelli)

Considérons un réservoir cylindrique de 1 m de diamétre et de 1,5 m de haut. Ce réservoir est rempli d’eau,
mais au bas il y a un petit orifice de 1 cm par ou fuit le liquide, sous effet de la gravitation. Il s’agit alors de trouver

la hauteur d’eau h(t) en tout temps; notamment déterminer quand le réservoir sera a moitié vide, vide aux 3/4 et
finalement complétement vide.

EXPLICATIONS:

Les observations physiques montrent que la vitesse du liquide, sous ’effet de la gravitation est :
v(t) = 0,600,2.g.4(¢) (loide Toricelli)

ou g est la constante d’accélération ( g=8,81ms’2=32,17 pieds/sz) au

niveau de la mer, et 0,600 est le facteur de constriction de la section efficace du jet
par rapport au diamétre réel de 1’ orifice.

shE
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SOLUTION:
1) Mise en équation:
Soit 4 la section de I’orifice, la quantité de liquide qui passe par I’orifice par unité¢ de temps est:
AV = AXVv.At

Cette quantité d’eau qui fuit cause une diminution de la méme quantité dans le réservoir et donc une
diminution de la hauteur du niveau dans le réservoir. Si B est la section du réservoir alors:

—AV = BXAh=—-Axv.At

Le signe négatif (-) indique une diminution dans le réservoir. En substituant la vitesse du jet par son
expression de Torricelli, et en faisant tendre Af vers zéro, on obtient alors I’équation différentielle pour h(t):

—dV = Bxdh =-Axv.dt =-Ax0.600y2.g.h(t).dt
vt s g dh
Clest a dire .f’i—t = —%x 0.600y2.g x Jh(?)

soitﬁnalement:‘é—f =— (22)0(5);2 X 2,658%/h(t) = 0,0002658.4"2
v,

2) Détermination de la solution générale (par la méthode de la séparation des variables):

h_ _

77 =—0.0002658.d¢ = 212 =-0,0002658.1+C = h(t)=(C—1,320x10"]

3) Déterminer la solution particuliére:

La condition initiale étant h(0)=1,5 m., on peut alors fixer la valeur de la constante C:

h(t=0)=(C-1329x10(r=0)f =15m = C=y15=1225m.
d’ou la solution particuliére:
h(r) = (1,225-1.320x10¢
4) Grace a I’expression analytique, on peut maintenant répondre aux questions concernant la temps écoulé
pour vider le réservoir de moiti¢, aux 3/4 et complétement:
a moitié:
hy=115m=(1225-1329x104] = {=45mn.
temps pour vider le réservoir aux 3/4:
Wi)=3.15m=(1225-1329x10"*5f = £=77mn

et enfin le temps pour vider le réservoir au complet:
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h(t3):%.I,Sm:(1,225—1,329><10_4.t3)z = t;~154mn.

4.5. APPLICATION: De la terre a la lune

Le roman de Jules Verne' décrit un canon géant qui envoie un obus habité depuis la terre vers la lune. Nous
allons étudier la vitesse initiale que doit avoir cet obus, afin qu’il ne retombe pas sous 1’attraction terrestre et puisse
s’échapper dans 1’espace.

DETAILS :

Dans la résolution de ce probléme, nous allons négliger les effets dus au frottement avec I’air et I’influence
des autres planétes.

SOLUTION :
1) Modéliser :

La loi de la gravitation de Newton® nous indique que la force gravitationnelle qui attire le projectile vers la
terre est proportionnelle aux masses des corps en présence, m, pour la masse du projectile, M pour la masse

de la terre, et inversement proportionnelle au carré de la distance 7 entre ces 2 objets :

-
Champ de gravitation g, = G%ﬁ au

niveau de la mer

Accélération.
/S

Rayon de la terre au niveau de I'eau.

Justement comme la masse pesante (masse d’attraction) m, est toujours égale a m; (la masse d’inertie,

5
résistante aux changement de vitesse), vous aviez tendance a confondre le champ de gravitation g, = G%ﬁ avec

I’accélération ¥ . Lorsque 1’objet sera a une distance r, plus éloignée que le niveau de la mer, la nouvelle force
d’attraction est :

- m, M mM p2 > p2
_ > - o R - _ R _ —
F‘g =G ;2 u=G 1‘;2 71/! —mgg0.7—mi.7/(r)

! Ecrivain frangais né a Nantes (1828-1905) qui créa le roman d’anticipation scientifique dont : Cing semaines en ballon, De la terre d la lune,
Vingt milles lieues sous les mers, Le tour du monde en 80 jours, et Michel Strogoff-

2 Sir Isaac Newton fut un grand mathématicen, physicien, astronome et philosophe britanique né @ Woolsthorpe (1642-1727). Il fut professeur en
1969 a Cambridge. On lui doit la publication de « Philosophae naturalis principia mathematica » en 1687, qui contenait le développement de
plusieurs lois de la mécanique dite classique. De fagon paralléle a Leibniz, il fonda les bases du calcul différentiel.
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et si nous considérons 1’accélération en direction de la lune au lieu du vecteur d’accélération dirigé vers le
centre le terre :

a(r) =) =—g,,f—f

or: a(r(n) = LD O &b,

d’ou I’équation a résoudre :

2) Trouver la solution générale (par la méthode de séparation des variables).

2 2 V2 RZ

dv _, R,
2 g"r

R
V—=-g — = vdv=-g —dr =
dr 8o rZ 8o r2

3) Solution particuliére :
Sachant qu’a £ =0 la vitesse initiale est v(z = 0) = v, et la distance initiale est 7(f=0)=R:

2 2 2
v v
() =g R +¢c = c=2-gR
2 °(r=R) 2 7°

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le vitesse initiale d’échappement a la terre :

2 2 2
v R™ v
Yoo BN g
) 8T, T, T8

Lorsqu’on s’¢loigne de la terre, la distance grandit » >> R . Il arrive a un moment donné que la vitesse tomme
a zéro v=0. C’est ce qu’il faut éviter car a ce moment la le projectile va inverser son mouvement pour étre de
nouveau attiré vers la terre. Il faut s’arranger pour que cette quantité reste tout le temps positive. Ce qui est vrai si a
I’infini :

2 2 2
v R™ vy
—=g —+—-g R>0
2 8 T T8

c’est a dire qu’on doit avoir :

2
v
?0—g0R>0 = v, 2,2¢g, R

4) Application numérique :

R=6372Km

981m/2} = v, 242x9.81x6,373x10° ~ 11,2 Km/sec.
g(): 9 S
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Chapitre 4

4.6. APPLICATION: La descente du parachutiste

Apres une chute libre, juste avant que son parachute ne s’ouvre, la vitesse de descente acquise par I’homme
volant était de v(0)=v,=10 métres/seconde. Il s’agit a partir de cet instant de déterminer la vitesse instantanée du

parachutiste.
[ DONNEES PHYSIQUES:
| s Fal”
P
= - Soit m=72,7 Kg (=160 Lb) la masse du parachutiste avec tout son
\ équipement.
{ b ! Soit U la résistance de ’air qui est proportionnelle au carré de la
| / vitesse instantanée :
| s
! R l Vs U=b vz(t)
J:T i e é _ﬁ;:’i‘-?.' QE?.
//f . ou b est le coefficient de frottement du parachute dans I’air. On
/ assume que b=30K g\métre.
Rincte
Force de gravitation en Newton (N)

Masse de gravitation (pesante) en Kg

Champ de gravitation en N/Kg

Cette force est compensée par le frottement de I’air qui est dirigée dans la direction opposée a la force de
gravitation. Le parachutiste est donc soumis a 2 forces opposées. 1l est donc soumis a la force résultante:

I’attraction universelle (loi de Newton):
F,=myxg

F,=Fg—Ff=mg><g—b><v2=m[><7/

La force résultante provoque sur la masse d’inertie du parachutiste une accélération inversement

proportionnelle. D’autre part, comme physiquement on n’a jamais pu prouver une valeur différente de masse inerte
et de masse pesante pour un méme corps, les étudiants a tendance a confondre 1’accélération avec le champ de

Accélération du corps d’inertie

gravitation , puisque habituellement:
mg'g =m; 7} -
= g=

=m; \
Champ de gravitation

mais mg

Mais ici nous avons une relation différente:

ng—bxvzzmx%

ou I’équation différentielle pour la vitesse de chute a I’ouverture du parachute:
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@:_Q 2 72
dt m(v )

avec k*=1E
b
2) Obtention directe de la solution générale (par la méthode de séparation des variables)
d b
e

!
soit IZk o-n )2 (v+k) I_d’

L =0 _ b, &
EI“‘(wk) = mtC

_ _2kb,
(v=kK) _ =Ce M
(v+k)
d’ou I’expression de la solution générale:
_2kb,
V(l) k. 1+ Ce 10y
1-Ce ™
3) Détermination de la solution particuliere:
_2kb () k
Wt =0)=v,=10ms’ = kwe—z’,’;_lo = C=
1—ce m ik
d’ou I’expression de la solution particuliére:
1+0,345¢~%
v(t) =487 —————
© 1-0,345¢ 0%
PR T
P
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PROBLEMES

1. Croissance exponentielle de la levure : Si, dans une culture de levure (champignon unicellulaire qui provoque la
fermentation alcoolique des solutions sucrées ou lever la pate du pain) , la vitesse de croissance »'(f) est

proportionnelle a la quantité y(f) au moment ¢ ; et que )(f) a doublé en 1 jour, combien de levure obtiendrait-on
en 3 jours a la méme vitesse de croissance. Et aprés une semaine?

2. Le séchoir: Si une feuille mouillée perd de son humidité a un rythme proportionnel a la quantité présente, et
qu’au bout de 10 minutes, elle a perdu la moiti¢ de son humidité, au bout de combien de temps la feuille sera
pratiquement séche (ne contenant plus que 1% de son humidité originale)?

3. Accélérateur linéaire de particules : Les accélérateurs linéaires sont utilisés en physique nucléaire pour imprimer
de la vitesse aux particules chargées électriquement. On suppose qu’une particule de type alpha (noyau

d’hydrogene) est entré dans 1’accélérateur a la vitesse de 10°m/s et en ressort 4 la vitesse de 10%m/s apres

_3 , . o . 214
seulement 10 "s . Déterminer la constante d’accélération a et la distance parcourue dans 1’accélérateur.

4. Loi de Boyle’-Mariotte® pour les gaz parfaits : Les expériences montrent que tout gaz, a basse pression pet a

température constante posséde un taux de variation de volume V(p)égal a —Z Résoudre pour trouver

I’expression du volume en fonction du temps.

5. Loi du refroidissement de Newton : Un thermométre indiquant 5°C, est mis dans une piéce dont la température
est 22°C . Une minute plus tard, le thermométre n’indique que 12°C. Combien de temps cela va prendre pour
que le thermomeétre puisse indiquer pratiquement la température de la piéce, soit 21,9°C?

6. Meélange pour la saumure : Un réservoir a saumure contient 400 gallons d’eau avec 100 livres (Ib) de sel dissous.
L’eau fraiche y pénétre a raison de 2 gallons/minute, le mélange, maintenu uniforme par brassage en ressort au
méme débit. Quelle est la quantité de sel qui reste dans le réservoir aprés une heure?

7. Courbes isoclines : Quelles courbes dans le plan xy ont la propriété qu’a chaque point (x,y) leur tangente a la

pente —4x/y ?

8. Loi de Lambert’ en absorption : Cette loi établit que 1’absorption de la lumiére par une couche fine transparente
est proportionnelle a 1’épaisseur de ladite couche et a la quantité de lumiére incidente. Formulez 1’équation
différentielle qui y corresponde et donnez 1’expression de la fonction d’absorption.

9. Décollage d’un avion : Un avion décolle d’une piste de 2 kilométres de long. Si I’avion avait une vitesse initiale
de 10m/s et possede une poussée (accélération) constante qui fait qu’il atteint le bout en piste en 50 secondes,
déterminer sa vitesse au décollage.

3 Sir Robert Boyle (1627-1691) est un physicien et chimiste irlandais né a Lismore Castle est un des fondateurs de la Royal Society. C’est lui qui
énonca la loi de la compressibilité des gaz et découvrit le réle de I’oxygeéne dans la combustion.

* Edmé Mariotte (approximativement 1620-1684) était a la fois abbé dans un monastére prés de Dijon et physicien frangais né en Bourgogne.

7 Johann Heinrich Lambert (1728-1777) est un physicien et mathématicien (germanique ou frangais selon le drapeu nationaliste sous lequel on se
plagait) né a Mulhouse. Il contribua a la cartopgraphie, I’astronomie et la photométrie.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

5.  MODELISATION - APPLICATION DE LA METHODE DE LA
SEPARATION DES VARIABLES AUX PROBLEMES PHYSIQUES
(SUITE).

Voir contenu dans le chapitre 4.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

6. EQUATIONS EXACTES — FACTEURS INTEGRANTS

6.1. Les équations exactes :

Dans le cas de fonctions a 2 variables u(x,y)possédant des dérivées partielles continues, sachant que la
différentielle totale ou exacte de u est:

Il s’ensuit que si u(x,y)=Cte, alors du=0.
EXEMPLE :

Si:u=x+x’y’=C

Alors : du = (1+2xy*)dx +3x*ydy =0

1+ ny3

Etdonc: y'=-
3522

On voit alors qu’une équation différentielle ordinaire peut étre résolue en procédant a 1’inverse.

6.2. Méthode des équations exactes :

Soit une équation différentielle de la forme :

‘M(x, y)dx+ N(x,y)dy = 0|

Si on peut trouver une fonction u(x, y) qui vérifie :

0
M(x,y)=§

et N(x,y) = Z—;’

Alors on peut poser 1’équation sous la forme d’une différentielle totale ou exacte:

du =a—udx+a—udy =0
ox dy

et alors u(x, y) est la solution cherchée sous forme implicite :
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Chapitre 6 Equations exactes et facteurs intégrants

u(x,y)=Cte

M (%) ON(x,y)

Pour cela il faut prouver que les dérivées
dy ox

sont effectivement égales, puisque dans le cas

d’une fonction u(x, y) aux dérivées partielles continues, les dérivées secondes croisées sont égales :

2 2
si ou(x, y) et Ju(x, ) continues, alors u”(x,) = ou”(x,)

ox dy dydx dxdy

Donc ici, une condition nécessaire et suffisante pour que l’équation M (x,y).dx+ N(x,y).dy =0soit une
équation exacte est de prouver que :

oM (x,y) _ ON(x,y)
ay ox

M (x,y) _ du’(x,y)

) oy dyox
puisque
IN(x,y) _ 0u*(x,y)
ox oxdy

Des lors la fonction cherchée u(x,y) peut étre devinée ou trouvée de fagon systématique par :

u(x,y) = IM(x, V)t k(y)

Dans cette intégration par rapport a x, k(y) joue le role de constante. Il suffit de dériver par la suite par
rapport & y le u(x,y) trouvé pour déterminer k(y) :

ou(x, , 0
N =2 e+ 2 [ M) = k)
dy dy
On obtiendrait le méme résultat en intégrant d’abord a N(x,y) et dériver ensuite par rapport a x .

RESUME DE LA PROCEDURE :

oM (x,y) _ IN(x,)
dy ox

I’étape 2) de cette procédure.

1) Vérifier si

, auquel cas on a bien affaire a une équation exacte, et on peut aller a

2) Evaluer u(x,y)= IN(x, )y +1(x) .
3) Dériver ensuite pour trouver /(x) :

wuxy) _ o

. (x,y) = I'(x) +;—x(IN(x,y).dx)= M(x,y) = I(x)
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4) Vérifier que la solution finale en u(x,y) redonne bien M(x,y) et N(x,y).

EXEMPLE 1:
Soit a résoudre : (x3 +3x)° )dx + (3x2y +y° )dy =0.

SOLUTION :

1) Vérifions que nous avons bien une équation exacte :

M(x,y)=x"+30° — aaﬂ=6xy

Y donc on a affaire a une équation exacte

N(x,y)= 3x2y+y3 - B_N =6xy
ox
2) Trouver u(x,y) :

u(x,y) = J-M(x,y).dx+k(y) = I(x3 +3xy? )dx+k(y)
1 4. 3 29
—4x +2xy +k(y)

3) Dérivons pour déterminer k(y) :

Jdu(x, y) 2 ,
—22 =3x"y+k ~
oy Y ko)=y = k)=Lr+C
N(x,y)= 3x2y + y3

4) Vérification de la solution en u(x, y) :
1 4 3252 1 4
ux,y)=—x +—xy"+—y" =C
(x, ) PRI e

La solution étant donné sous forme implicite d’une équation entre x et y, il suffit de faire :

ou ou

du=—.dx+—.dy=0
ox dy
et identifier que de nouveau on a :

odu(x,

K] b (x.)
ox

et M = N(x,y)

dy
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EXEMPLE 2:

(sin x cosh y).dx - (cos xsinh y).dy =0

Soit a résoudre le probléme suivant avec valeur initiale: { 0)=0
y —

SOLUTION:

1) Vérifier que c’est une équation exacte :

M(x,y)=+sinxcoshy — aa—= sin xsinh y

4 donc on a affaire & une équation exacte

N(x,y)=—cosxsinhy — g—N = sin xsinh y
29
2) Trouver u(x,y) :
ux,y) = [Mxp)dx+k(r) = [(sinvcosh yhdx +k(»)

=—cosxcosh y+k(y)

3) Dérivons pour déterminer k(y) :

du(x,y)
dy
N(x,y)=—cosxsinhy

—cosxsinherM
v

{M = o} = {k(y)=Ctel
dy

Or la condition initiale veut que :
y(0)= 0} = u(0,0) =cos(0)cosh(0)+ Ctel = Cte2 = Cte2—Ctel =cos(0)cosh(0) =1
On peut fixer arbitrairement Ctel =0, de sorte que I’expression implicite de la solution est :
u(x,y)=cosxcosh y =1
4) Vérification de la solution en u(x,y) :
du = (~sin xcosh y).dx +(—cos xsinh y)dy = 0
et on identifie bien que de nouveau on a :

M(x, y) =sinxcosh y
et N(x,y)=cosxsinh y

EXEMPLE 3:

Voici un cas d’équation non-exacte : y.dx—x.dy =0
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SOLUTION:

1) Vérifions que c’est une équation exacte :

_ oM _
Mx,y)=+y — e +1

- ON _ _
N, y)=—x - Py 1

donc on a affaire & une équation non - exacte

D¢s lors on ne doit pas poursuivre selon la procédure prescrite. On verra tout de suite aprés comment palier a
cette difficulté, sinon on va voir qu’on aboutit a une inconsistance.

2) Défaut dans la procédure :

uCry) = [M G p)de+ k() = xv +k()

@ =x+k'(y)=—x = casd'impossibilité

6.3. Le facteur intégrant

Dans le cas des équations de la forme :

\ P(x,y).dx+0(x, y).dy = 0|

oP 0 . . . .
gx,y ) # ng,y ) . C’est a dire lorsqu’il s’agit d’une équation non-exacte, on cherche alors une
)y X

fonction auxiliaire F'(x, y) telle que :

mais dont :

FP(x,y).dx+FQ(x,y).dy =0

Soit une équation exacte. Cette fonction F'(x,y) est alors appelé le facteur intégrant.

EXEMPLE :

Soit a résoudre I’équation : y.dx—x.dy =0

SOLUTION:

Cette équation n’est pas exacte. Par contre si nous la multiplions par F(x,y)= —
X

Lz.dx—l.dy =0
X X

Alors on peut poser 1’équation sous la forme :
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M=Fp="2
M(x,y).dx+N(x,y)dy=0 avec xl
X

D¢s lors 1’équation est ramenée a une forme de différentielle exacte puisque :

oM 1
Iy x oM ON | .
= ——=—,c'estune cquation exacte
oN _ 1 dy  ox
ox  x?

On peut donc par la suite utiliser la procédure décrite en début de chapitre pour trouver la solution implicite :

u (x,) = J-M(x, V)dx+k(y) = J'(:—Zj.dﬁk(y)

=2 k(y)
X
puis:
w - _l+k'(y)
)y )lc = Km=0 = {k=Cr
N(x,y) = Ty

D’ou la solution :
ul(x,y)z—l+Cte=C = 2=C
X x

Cette relation indique une famille de lignes passant par I’origine.
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REMARQUE :

. - o 1 1
On aurait pu utiliser d’autres facteurs intégrants tels que : F(x,y)=—, —, —5—, de sorte qu’on aura
y Xyooxty

les équations exactes suivantes et leur forme évidente de solution implicite:

iz(y.d —xdy)=0= d[ﬁJ
y y
1

- (y.d —xdy)=0= d[ln[fj:l

5 ! 5 (y.d—xdy)=0=—d {arctan(ﬁﬂ
y

X +y
EXEMPLE :
Soit a résoudre 1’équation : 2 sin(y2 )dx +xy cos(y2 )dy =0

SOLUTION :

1) Cette équation n’est pas exacte puisque :

P(x,y) =2sin(y*) - i—P =4ycos(y?)

P(x,y).dx+0Q(x,y)dy =0 avec y — B_P # B_Q
2 20 5 dy ox
O(x,y)=xycos(y”) — §=ycos(y )

2) Trouver le facteur intégrant. Ici, dans le probléme, on nous le donne pour I’instant mais nous indiquerons
la méthode pour le trouver systématiquement :

F(x,y)= X’
L’équation devient exacte :
2x° sin(y2 )dx + x4y cos(y2 )dy =0

soit donc:

oM
M =FP=2xsin(y?) — — =4x’ycos(y*
x”sin(y”) % x”ycos(y?) M N

- =
oN dy  ox

N=FQ=x4ycos(y2) - a—=4x3ycos(y2)
X

3) Il s’agit maintenant a partir de cette équation exacte, de trouver la fonction u(x,y), procédure qui est déja
indiqué dans le chapitre sur les équations exactes :
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u(x,y) = JM(x, VYt k(y) = J’ (2 sin 2 )ae+ k() = %x4 sin y* + k()
4) Dérivons pour déterminer k() :
4
M = x—[Zycosy2]+ k'(y)
dy 2

N(x,y)=x"ycosy’

= k=0 = {k=C

5) Vérification de la solution en u(x, y) :
u(x,y) = x* cos y2 =Cte

La solution étant donné sous forme implicite d’une équation entre x et y, il suffit d’effectuer la dérivée par

rapport a x et identifier a nouveau les termes :

@ =4x° sin(y2 )+ x42ycos(y2 )y‘= 0
X

Soit finalement:
4x° sin(y2 )dx +x* 2y cos(y2 )y‘z 0

6.4. Comment faire pour trouver le facteur intégrant :

11 s’agit de trouver F(x,y)telle que : B(FP) = B(FQ ) = Bﬂ = B_N En développant cette relation nous
oy ox dy ox
conduit a :
p oF oP oF 20

— + F—=0—+F—=%=
dy dy ox ox

Reégle de simplicité : En général on ne cherche pas un F(x,y), mais une fonction F(x) ou F(y) plus simple

a trouver. Donc, si F' = F(x) seulement, alors :

PO _ i, 30
dy ox ox

Soit, en réarrangeant et en divisant par FQ :

1op_1oF 130
Qdy Fox Qox

soit:
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LoF _1foP 099
Fox Qldy ox

De la méme fagon, si on posait F' = F(y), on trouvera alors que :

F_po, g
ox dy dy

et en réarrangeant et en divisant par FP :

100 _10F 10P
Pox Fody Poy

Soit:

1oF _1f0Q opP
Fdy Plox oy

Et alors le facteur intégrant est obtenu par :

EXEMPLE:

Soit a résoudre 1’équation: 2 sin(y2 )dx +xy cos(y2 )dy =0

SOLUTION:

1) Vérifier que c’est une équation non-exacte :

Pix,y)= 25in(y2) - g—P = 4ycos(y2)
y

op 99
200 dy  ox
O(x,3) = xyeos(y’) > === yeos(y”)
2) Trouver le facteur intégrant F'(x) ou F(y):
1 al_ag ! 4y cos(y?)—ycos(y?) Hx 3
F(x)=eJQ[ay o S _ jxycos<y2)( yeosy=yeoss ") =ej;d" _ 2
190 ap]d 1 2 2 3
R 5 {veosy?)-4ycos(y?) 3 cot(y?
ou Fly)= e'[P( ax wf _ eJ. 2ysin(y2)(ycos ¥2)=dycos(y )y _ eJZCOt(y My _
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En général on choisira de F'(x) oude F(y), le facteur intégrant le plus facile a intégrer! Pour F(x), c’est a
solution qui a été proposé dans le tout premier exemple.

EXEMPLE :

(2xp).dx +(4y +3x2).dy =0

Soit a résoudre le probléme avec condition initiale :
y(0.2)=-1.5

SOLUTION:

1) Vérifions si c’est une équation non-exacte :

Px,y)=2xy — g—P =2x
4 5 donc on a affaire a une équation non - exacte
Ox,y) =4y +3x* — a—g = 6x

2) Des lors il faut évaluer le facteur intégrant. Ici, on choisit d’évaluer F(y), mais 1’étudiant est invité a
évaluer F(x) :

1(a0_ar | )
J.P[ o ayjdy _ eJ‘E(ﬁx—ZX)dy J.;dy 2

F(y)=e =’ =y

3) Par la suite, on reprend la procédure pour une équation exacte :

(2xy3 ).dx + (4)/3 + 3)62)/2 )dy =0
y(0.2)=-1.5

Ce qui est expliqué en début de ce chapitre.

L’étudiant est invité a vérifier que: u(x,y)=y*+x?y* =C, est une solution générale et que plus
spécifiquement, a cause de la condition initiale imposée, on trouvera :

u(x,y)= y4 + xzy3 =4.9275

RESUME DE LA PROCEDURE POUR UNE EQUATION NON-EXACTE:

1) Vérifier si OP(x,y) " 90(x, y)
dy ox

I’étape 2) de cette procédure. Sinon aller directement a 1’étape 3 de cette procédure.

, auquel cas on a bien affaire a une équation non-exacte, et on peut aller a

2) Evaluer le facteur intégrant :
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ji(if’,LQ 5
F(x)=e Olay ox

190 _op),
J.P[Bx By}y

3) Continuer avec la procédure pour une équation exacte apres avoir posé :

ouF(y)=e

{M (x,») = FP(x,y)
N(x,y)=FO(x,y)
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EXERCICES

Pour les solutions suivantes u(x,y)qui sont données , déterminer les équations exactes qui y correspondent
du=0.

2. u=tan(y’—x).

3. u=(xr-)%.

Monter que les équations suivantes sont exactes et trouver les solutions.
4. sinh xcos ydx = cosh xsin ydy .

5. ¢*rdr-r'd9)=0.

6. —yxZdx+x'dy=0.

Déterminer si chacune des équations suivantes est exacte et trouver les solutions avec conditions initiales.

7 3y2dx+xdy=0
=%

{2xydy = ()c2 + yz)dx
n1)=2

9 {[(x +1)e" - ey]dx = xe’.dy
- =0 '

Vérifier le facteur intégrant et trouver la solution.
Qy+xy).dx+2x.dy=0

=1
Fo») =55

Trouver le facteur intégrant et résoudre 1’équation.

11. 2cosh xcos y.dx =sinh xsin y.dy .
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7.  LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET
L’EQUATION DE BERNOULLI

7.1. Définition :

Une équation différentielle est dite linéaire si elle peut étre écrite comme une combinaison linéaire de la facon
suivante :

y+p(x).y =r(0)]

Lorsque 7(x) =0, on parle d’une équation linéaire homogene. Si r(x) Z0, alors il s’agit d’'une équation
linéaire non-homogene.

En pratiquant la séparation des variables sur 1’équation homogene :
y+px).y=0 = d—yy =-px).dx = Id—yy = I— p(x).dx+C
= 1n|y| == jp(x).dx +C
Et en prenant I’exposant des 2 membres :
el = pTIp@dnC = fp(0dx ,C = o ,[p(x)dy

c’est a dire :

Y, () = CeTIPOE

On obtient la solution de 1’équation homogene (d’ou I'indice /). On I’appelle alors en plus bref, solution
homogene ou encore fonction complémentaire.

Dans le cas d’une équation non-homogene, on la réécrit sous forme d’une différentielle exacte (ou a rendre
exacte) :

(p(x).y - r(x)).dx +dy=0

Attention, il s’agit

11 suffit alors de poser : d’un P majuscule

%, y) = (p0).y —r(x)

O(x,y) =1 Attention, il s’agit
d’un p minuscule

Des lors on applique la procédure de recherche du facteur intégrant :
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aPE)x’ 2= p op 9

ly N (x,y) , 00(x,y)

00(x,y) _, 0y Ox
Ox

Donc:

1(op_oQ 1
Fx) = eJ.Q[ay ax}b _ eh(n()f)-o)dx _ ejp(x).dx

Et I’équation rendue exacte est :

ejp(xwx [(p(x).y - r(x)).dx + dy] =0

On a donc :

eJ.P(X).dx (y'+p(x).y) - eJ‘P(x).dx-r(x) - |:y-eJ‘P(x).dx:| - eJ‘P(x).dx-r(x)
Soit :

y.ejp(xmx = Iejpm'dxr(x).dx +C

D’ou la solution de 1’équation générale:

v, ()= ;s { jej PO L ) dx + c}

On I’appelle en bref la solution générale car on voit qu’il s’agit d’une combinaison de 2 solutions, la solution
homogene qu’on avait déja trouvée si le second membre était nul (7(x) =0), et une solution singuliere due au second
membre (r(x)Z0):

A Vs

f—/%
—| p(x).dx —| p(x).dx x).dx
Y, (x) =Ce jp( ) +e jp( : Je'[p( ) r(x).dx

EXEMPLE:

Soit a résoudre I’équation: y'—y = e**

SOLUTION:

1) Poser:
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Equations différentielles

p(x)=-1

r(x) =e**

h(x) = Jp(x).dx =-x

2) Exprimer directement la solution générale :

yo(x) = e_jp(x)'dx{ v[ej.pm'dxr(x).dx + C} =™ ’J.e_xezx.dx +C

soit:

Ve (x) =€x.lex +CJ=C.ex o2

EXEMPLE :

Soit a résoudre 1’équation suivante : y'+2y =e*(3sin2x +2cos2x)

SOLUTION:

1) Poser:

p(x)=2

r(x) =e*(3sin2x+2cos2x)

h(x) = J’ p(x)dx = 2x

2) Exprimer directement la solution générale :
—| p(x).dx x).dx -
y,(x)=e jp( k { .[ejp( ) r(x).dx+C} =e 2".“e”6’“(3sin2x+2cos2x).dx+C

Soit:

y (0= e* le3" (sin2x) + CJ =Ce ¥ +e*sin2x

EXEMPLE :

y'+ytanx =sin2x

Soit a résoudre le probleme avec condition initiale : { 0 =1
y =

SOLUTION :

1) Poser:
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Chapitre 7 Equations linéaires- Equation de Bernoulli

p(x)=tanx

r(x) =sin2x

h(x) = I p(x)dx =In

COSXx

2) Exprimer directement la solution générale :

1
cosx

COS X

1
- X). X). ~In
V(0 =e Jrt )dx{ jej”( )+ c} —e

sin2x.dx +C

In
e

Soit:

| 2 in x.
Vg (x) =c0sx[_[ .sin 2x.dx+C} =cosx[ IM+C} =C.cosx—2cos’ x
cosx cosx

Et si on introduit la valeur initiale, cela va nous permettre de fixer la constante C :
y,(0)=1 = C.cos(0) -2cos?(0)=1 = C=3

et déterminer la solution singuliere :

¥, (x) =3cosx - 2c0s x

7.2.L’équation de Bernoulli :

Certaines équations non-linéaires peuvent se ramener a une équation linéaire. C’est le cas de I’équation de
Bernoulli :

y'+p(x).y =g(x)y*

Remarquons que si a =1 ou a =0, I’équation est déja linéaire. Donc notre propos s’adresse a a >1. Des lors,
on pose :

u(x) = [y ™
Et en dérivant cette nouvelle variable #(X) :
w'(x) = (1=a).y [yo] ™
Soit en substituant y' par son expression grace a I’équation de départ :

W' ()= (1=a)y ] = (=g 0y - ] ] ™ = 1= af g0 - poyuca]

D’ou la nouvelle équation devenue linéaire :

- page 4 -



Equations différentielles

(1= a)p)u = (1-a)g(x)

EXEMPLE: EQUATION DE VERHULST

Cette équation est un cas particulier de I’équation de Bernoulli oit a =2 :

y-Ay= —By2 avec A, B des constantes positives

donc ici, on pose :

u(x) =[y)] ™ =[y] !
w(x)==y'y? ==(Ay-By*)y? =B-Ay” =B~ Au

D’ou I’équation devenue linéaire :

’u'+(1—a)']5(x)u=(l—a)g(x) = u+tAu=B

Et la solution générale est alors:

Uy (x) = e_Jp(X)'dx{ J‘ejpm'dxr(x).dx + C}

{mm=a—mﬂm=A
avec
r(x)=(1-a)g(x)=B

_ _ B
= u,(x)=e Ax“eAxB.dx+C =Ce Ax+X

C’est a dire finalement la solution cherchée pour y(x):
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Chapitre 7 Equations linéaires- Equation de Bernoulli

EXERCICES
Trouver la solution générale pour les équations différentielles linéaires suivantes :
1. y'+(cosx).y =sin(x) .
2. 4.y+6.y=10x
3. 4xy+6x7y =10x>

Ramener ces équations a une forme connue (équation linéaire ou équation de Bernoulli) et les résoudre pour
trouver la solution générale :

4. y'+y 2
y

5. y'cosy+2xsiny=2x
6. 2xy'=10x’y" +y

Y 1
1. 5=—
y?  sinh3x-2xy

QUESTION ET PROBLEMES

1. D’apres vous, pourqui a-t-on préféré développer la théorie avec la forme canonique suivante y'+p(x).y = r(x)
en lieu de: a(x).y'+b(x).y=r(x)? Pour répondre a cette question, refaites la démarche pour trouver

I’expression de la solution en fonction de cette derniere forme d’équation.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

8.  APPLICATION DES EQUATIONS LINEAIRES AUX CIRCUITS
ELECTRIQUES SIMPLES

8.1. Définition :

Modéliser un probleme c’est poser une équation mathématique qui représente le processus physique (soumis
aux lois de la physique) ou conceptuel (soumis aux lois de relation entre les €tres humains).

Dans le cas de ce chapitre nous allons modéliser les problemes de physique électrique simples avec au plus 2
composants passifs.

8.2. Les trois types de composants passifs :

En physique électrique, il existe trois types de composant passif qui se distinguent par leur relation entre le
courant i(¢) et la tension aux bornes v(z) :

Type d’élément passif | Dénomination Symbole Graphique Equation d’élément
Proportionnel Résistance R .
(P) - i v(t) = Ri(1)
/ \ /) Vi
Passif-dissipatif —VV VNV
+ V -
Intégral Condensateur C |
(I . v(t) = — J'i(t).dt
Passif-réactif 4‘ }——I» c
+ Vi -
Dérivée Self-Inductance
L .
(D) B vy = 140
Passif-réactif — L) dt
VAVAYS'S' @' @7,
+ v -

En plus de ces équations d’élément, nous avons besoin de connaitre la loi de Kirchoff pour les tensions (aussi

appelé la loi des mailles).

8.3. Loi de Kirchoff pour les tensions

“La somme des chutes de tension sur parcours fermé est nulle”

Ce qui se traduit par I’équation suivante:

- page 1 -




Chapitre 8 Application de 1’équation du premier ordre aux circuits électriques

ZVk(t)=0

k

Des lors nous pouvons composer un circuit avec au moins un élément de type passif-réactif' pour former une
équation différentielle.

APPLICATION: COMPORTEMENT D’UN CIRCUIT R-L EN REGIME CONTINU

Le circuit R-L série est présenté en-dessous. Remarquez la convention moderne du symbole pour désigner
une source de tension.

SOLUTION:

La premiére chose a faire c’est de modéliser, c’est a dire dresser 1’équation mathématique qui corresponde le
plus fidelement possible a la réalité physique. Pour cela, nous partons avec la loi de Kirchoff pour les voltages qui
nous permet de dresser la relation :

E@®)=Vy@)+V, ()= Ri(t) + L%

C’est une équation différentielle du premier ordre en i(#) que nous allons remettre sous la forme canonique

étudiée ici en équations différentielles :

diy R. . _E® -
7+Zz(t)- . y+p(x)y =r(x)

Ce qui nous permet d’identifier nos variables :

x=t , y@®=i@)
_R _ R
P(l)—z - h(t)= Jp(t).dt—zt

r(t) = &

! cela semble drole de définir ainsi un élément & la fois passif et réactif mais le teme passif est la pour dire que ce genre d’élément ne génére pas
de I’énergie par lui-méme. Il peut stocker de I'énergie pour la rendre par la suite, d’out le terme réactif, contrairement a la résistance qui est un
élément passif-dissipatif, c’est a dire qui dépense sur le champ toute énergie qui lui a été fournie.
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Equations différentielles

et la forme de la solution (i.e. la solution générale) est alors:

R
Iezt.&.dt + C}
L

Si la source de tension est un échelon ( E(?) = E

_R,
; —o L
lg(t) =e

pour tout ¢ > 0), alors la solution générale devient:

R | &=t R R R
o J.ez{.&.df+ Cl= e_zt &£ezt +C
50 L L R

ig(t) =e

c’est a dire:

R

EO -t

i,f)y=—+Ce L
g( R

Si de plus, nous avons une condition initiale qui veut que le courant dans la self-inductance soit nul juste
avant I’application de 1’échelon de tension :

R
-
i0=0 = D4ice V=9 » c=-fo
R R

Ce qui nous permet d’obtenir une solution particuliere au probleme :
R

. E !

i,(t) :_RO (l—e L ]

courant dans une self-inductanc
1.8

D’ou le graphe:

-0.54
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Chapitre 8 Application de 1’équation du premier ordre aux circuits électriques

APPLICATION: COMPORTEMENT D’UN CIRCUIT R-L EN REGIME ALTERNATIF

Il s’agit du méme circuit que précédemment, sauf qu'on changé la source de tension continue pour une
tension alternative sinusoidale: E(f) = E,sinax pour tout? >0.

SOLUTION:

La forme de la solution générale reste la méme sauf que I’intégrale a évaluer est différente:

R |¢=t R R R =t R
-t —¢ E,sin -t Ey, —t o 4
i(=e L .[eL .Owa.d5+C =Ce L +Toe L .[eL sinwé.dé
£=0 =0
Soit en intégrant par parties la section suivante:
&=t R R ¢t &=t R
- . —¢ cos R -
el sinwédé=|-el cosad +— .[eL coswé.d&
w Lw
£=0 =0 £=0
De nouveau, par intégration par parties de la section a I’extréme droite:
&=t R R ¢=t &=t R
R —< R —¢ sin R —&
— JeL coswé.dé =——4| +el sinw¢ -—— .[eL sinwé.dé
Lw Lw w Lw
&=0 £=0 £=0

Ce qui nous amene finalement au résultat suivant:

£ R R* ) 1. %[ R 1
IeL sinwé.dé | 1+—— =—+el | —sinar ——cosar
2 o) w Lo’ w

par conséquence:

é=t R 2 R 2
7{ _
jeL sinwé.dé = Lw eLtH Lo J( R sinm—icosmﬂ
w

+
£ R*+ o’ R+ \ Lo
R
’w =t L
= +el Rsin ax — Lwcos ax
R*>+ 1’0’ [RZ + 20 J( )

D’ou la forme de la solution pour le courant:

R LwE, % E, .
i(t)=Ce L +L2 > Rze L +L2a)2 5 (Rsinar - Lwcosax)
W+ +

Ce qui serait pareil si on écrit :
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Equations différentielles

R, E
L+ —O(Rsin ar — Lwcos az)

ig(t)=Ce P+ R

R =rcosl r=vR*+ e’

En posant: -
P {Lw =rsin@ @ = arctan(ﬂj
R

On obtient une expression plus compacte:

R

. B EO 2 2 . .

i, (1) =Ce L t—— 0’ +R (cosHsmat—schosat)
*& +R

R

-t

L +Lsin(at—0)
’& +R?

=Ce

D’ou le graphique pour le courant:

Courant dans une self-inductanc

ANNN
T PRIRRFT R

APPLICATION: COMPORTEMENT D’UN CIRCUIT R-C EN REGIME CONTINU

Le circuit R-C série est présenté en-dessous.

(o :
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Chapitre 8 Application de 1’équation du premier ordre aux circuits électriques

Il s’agit de trouver la courbe de courant qui traverse le condensateur, sachant que la tension appliquée est un
€chelon (E(f) = E, pourtout r>0),etque: V.(1)=0 pourtout r<0.

SOLUTION:

Dressons 1’équation qui représente ce circuit RC:
1
E@) =V, (0)+Ve () = Ri() + fioar

Soit en dérivant les 2 membres de I’équation:

AED _ pdi®D (10
dt dt C

On obtient alors la forme canonique de résolution des équations différentielles du premier ordre:

dit) , 1, -1 dE@
dt  RC R dt

On identifie que:

x=t o,y =i)
-1 - -t
p=rs ) [peyan RC

r(t) = 1 dEQ@)

Et la solution générale se présente sous la forme:

t

¢

é=t
ig(t) —e¢ RC l .[eRC dE_(é)df+C
R dé
£=0
N . , _ dE(t) _
Dans ce cas ci ou la source de tension est un échelon : E(¢) = E, - 7 =0, alors :
_t
i,(t)=Ce RC

La condition initiale veut qu’a = 0, la tension aux bornes du condensateur est nulle et donc le courant n’est
limité que par la résistance. Donc:

V(=0)=0 i(r =0) Eq C Ey
= = - i(t = = N =
¢ R R

d’ou la solution particuliere:
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Equations différentielles

t
E, -
i(t)=—2e RC
() R

Graphique :
Courant dans un condensateur
1.2+

11
0.8
i
0.4
0.23

0.

APPLICATION: COMPORTEMENT D’UN CIRCUIT R-C EN REGIME SINUSOIDAL

I s’agit du circuit RC précédent, mais soumis a wune source de tension sinusoidale
(E(t) = E,sinax pour touts >0) et avec la méme condition initiale V(z)=0 pour toutz <0.

SOLUTION:

E()=E,sinar - 0

= Eowcosat

Et la solution générale est:

L
i,(1)=Ce RC +% eRC coswédE
§=0

Soit en intégrant la section suivante par parties:

&= ¢ £ . i &=t ¢
{eRsmwf} 1

Ieﬁcoswf.dg‘: eRC sinwé.dé
RCw
=0 £=0 =0

Une deuxieme intégration par parties sur la section a I’extréme droite :

&=t ¢ & é=t &=t ¢
-1 =l -1 -~ COSWé 1 -
—— | eRCsinwédé =——| —eRC ——— +— IeRC coswé.d
RCw -[ weds RCw { w } RCw weds
£=0 £=0 £=0

D’ou le résultat:
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Chapitre 8

Application de 1’équation du premier ordre aux circuits électriques

é=t

§=0

par conséquence :

é=t

$=0

I3

é

= +
R’C*«’) RC&’

t
IeRC coswé.dé (1+ ! J— ! eRC{ ! cos (¥ +isin(d}
RCW* w

= RC A R*C2a? 1 1.
I e cosaddd = _(mj et {(1 +RCPP J[ RO ST (dﬂ

t
RC = 1
= — = _|+eRC| — — __ _||RCcosar + R*C%wsin sax

(1+R2C2w2j (1+R2C2w2j( )

D’ou I’expression générale du courant :

t t
v ECw -~ Eyw 1
i,(t)=Ce RC -—=0 e RC 420 (RCcosaI +R2C2wsinal)
< 1+R*C*f R \1+RC*f
ce qui est équivalent a écrire :
-— E)Cw
i (1)=Ce RC +%(¢0s(d+RC&)sinat)
1+R°Cw

En posant: {

1=rsin@

RCw=rcos@ 8= arctan(
R

r=v1+R*C?w’

o

—

On obtient une notation plus compacte:

R
i,(=Ce L + oCw V1+ R*C*a? (sin@cos ar +cosBsin ax)

1+ R*C?e
-2 + E)Cw

V1+R*C*a’

sin(a.t + 9)

D’ou le graphique pour le courant dans le condensateur:
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Equations différentielles

Courant dans un condensateur
2

it

APPLICATION: LES CIRCUITS RLC

Les circuits RLC sont des circuits qui comportent 2 éléments réactifs différents, de sorte qu’ils conduisent a
une équation différentielle du second ordre. Nous les verrons alors dans les chapitres a venir.
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Chapitre 8 Application de 1’équation du premier ordre aux circuits électriques

EXERCICES

Donner les réponses numériques du courant dans 1'é1ément passif-réactif pour les circuits série suivants (U(t)
indique qu'il s'agit d'un échelon):

1. R=100 Q, C=0,01 wF,E=10U) Volts .

2. R=1 KQ,C=022 uF,E=110y2cos(2rx60x1) Volss .

3. R=100 Q,L=1 mH,E=20U() Volts.

4. R=200 Q,L=100 mH, E=202sin(277x1000x7) Volrs .

QUESTIONS & PROBLEMES
A l'aide de la loi de Kirchoff pour les tensions:
1. Déduire l'expression de la tension aux bornes du condensateur pour le circuit RC série.
2. Déduire l'expression de la tension aux bornes de la self-inductance pour le circuit RL série.
3. Déduire l'expression de la tension au bornes de la résistance pour le circuit RC série.

4. Déduire l'expression de la tension au bornes de la résistance pour le circuit RL série.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

9. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU 2™ ORDRE HOMOGENES

Jusqu’a présent, nous avons considéré des équations différentielles du premier ordre, nous allons a présent
aborder les équations linéaires du second ordre que nous écrivons sous la forme canonique suivante:

V' p(x).y+q(x).y = r(x)
Si 7(x) # 0, I’équation est dite non-homogéne.

Si 7(x) = 0, I’équation est dite homogéne.

EXEMPLES :

V'+4y =e"sinx :  estune équation non-homogéne.
(1-x*)y"-2xy'+6y =0 : est une équation homogéne.

x(O"y+ (y,)z) +2y'y=0: estuneéquation homogéne mais non-linéaire.

Trouver la solution a ce type d’équation, c’est trouver une fonction y,(x) qui vérifie I’équation dans un certain
intervalle de x .

Contrairement aux équations du premier ordre, il n’y pas de solution générale toute faite. Par exemple, on peut
dire que la fonction exponentielle a été inventée pour justement résoudre I’équation du premier ordre. Pour les
équations différentielles du second ordre, il n’y pas de fonction attitrée qui permette d’exprimer la solution générale,
seulement un emprunt de la fonction exponentielle dans certains cas simples que nous sommes obligés de nous

restreindre (cas des coefficients constants dans les équations homogénes et non-homogénes). Nous commengons donc
par le cas simple.

9.1. Résolution des équations homogeénes : le principe de superposition des
solutions

THEOREME :

Dans une équation différentielle linéaire et homogene, toute combinaison linéaire des solutions de 1’équation
est aussi solution de 1’équation

DEMONSTRATION :

Soit y, et ¥, , deux solutions qui satisfont I’équation homogene :
YHp(x)-y+q(x).y =0

etsoit ¥ = C,y, +C,»,, une combinaison linéaire de y,etde y,.(donc C,et C, sont des constantes).
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Chapitre 9 Equations différentielles du 2°™ ordre homogénes

Il s’ensuit que les dérivées premicre et seconde sont :

y'=Cy"+C,y,'
y": Clyl "+C2y2 n

et alors :

Y'+p(x).y'+q(x).y = (Clyl +C,y, )"+p(x)(clyl +Coy, )'+Q(x)(cly1 +Cy, )
=Cy "+C2J’z"+p(x)[c1y1 +C,y, ']+ CI(X)[C1J’1 + Czyz]
=Cy "+p(x)[C1y1 '] + q(x)[clyl ] +C,y, "+p(x)[C2y2 '] + q(x)[Czyz ]
=G+ p()y ey 1+ G 1+ p (), +4(x)7, ]
=G [o]+C,[o]

Donc :

Y'+p(x).y'+q(x).y =0

ATTENTION :

Ce théoréme ne s’applique pas dans le cas d’une équation non-homogeéne ou non-linéaire!!!

EXEMPLE : CAS D’UNE EQUATION HOMOGENE
Soit & savoir si une combinaison linéaire des solutions de y"—) = 0 est aussi solution de la méme équation.
SOLUTION :

On peut tester que Y, = e™™ est une solution de cette équation, mais que Y, = e " est aussi une solution.

Voyons & présentsi ¥, =—3e"" +8e " est une solution :

y3 — _3e+x _ Se—x
yi'=-3e™ +8e¢”"

et:
yi"=y, = (3™ =8¢ )= (-3¢ —8e ) =0
donc y, =—3e™ + 8¢ " est aussi une solutionde y"—y =0.

EXEMPLE : CAS D’UNE EQUATION NON-HOMOGENE:

Soit & vérifier si une combinaison linéaire des solutions de "+ = 1 est aussi solution de la méme équation.
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Equations différentielles

SOLUTION :

On pourra vérifier que ), = (1 +c08 X) est une solution et que ¥, = (1+sin x) est aussi une solution. Par

contre ¥, =—2(1+cosx)ou y, = (14 cosx)+ (1 +sinx) ne sont pas solutions.
A compléter par I’étudiant en développant la dérivée premiére puis seconde et réintroduire dans 1’équation.

EXEMPLE : CAS D’UNE EQUATION NON-LINEAIRE

Soit & savoir si une combinaison linéaire des solutions de I’équation non linéaire suivante )"y — xp'= 0 est

aussi solution de la méme équation.

SOLUTION :

On pourra vérifier que ¥, = x”et y, = | sont tous deux solutions de I’équation "y — xy'= 0, par contre

. A 2
il n’en est pas de méme avec y, =—X" ou Y, =1+x>.

A compléter par I’étudiant en développant les dérivées de Y5ou Y, etréintroduire dans I’équation.

9.2. Probleme avec conditions initiales

Equation du 1* ordre : Une condition initiale suffit pour trouver la solution particuliere.
Equation du 2°™ ordre : Deux conditions initiales sont nécessaires pour obtenir la solution particuliére.

Dans le cas d’un équation homogene, la solution homogene est aussi la solution générale, donc :
Ve =Wy = Cy +Cy,.

Pour obtenir la solution particuliére, nous devons fixer les 2 constantes C, et C, a partir de :

{J/(xo) =k,

V'(x,) =k,
EXEMPLE :
y'-y=0
Soit a trouver la solution de I’équation avec conditions initiales suivantes : { ¥(0) =5
y'(0)=3
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Chapitre 9 Equations différentielles du 2°™ ordre homogénes

SOLUTION :

Nous savons déja les deux solutions de 1’équation homogéne, d’ou la solution générale :

X

Ve =W = Ce " +C,e”

Recherchons la solution particuliére, pour cela, introduisons les 2 conditions initiales pour fixer les constantes

Ciet C,.

{ y(0)=5 Ce” +Ce” =5 {Cl +C,=5 {Cl =4
=
y'(0)=3 Ce” —Ce® =3 C,-C,=3

d’ou la solution particuliere :

y,=4e +e”

REMARQUE :
On remarquera que ), et ), sont 2 solutions indépendantes. Si par exemple on avait pris comme paire de
solutions :
y=e
v, =ke*

alors y, =y, =C,e" + C,e " n’est pas assez générale pour déterminer les constantes Cyet C,.

9.3. Définition : LA SOLUTION GENERALE

Une solution générale de I’équation homogene : "+ p(x).y'+q(x).y = 0 est une combinaison linéaire de 2

formes solutions y, et ), linéairement indépendantes. C’est a dire qu’on doit avoir :

ky +ky,=0 = k=k=0.
9.4. Définition : LA SOLUTION PARTICULIERE

Une solution particuliére est obtenue lorsque les constantes d’intégration Cet C, ont été résolues grace aux

conditions initiales.

9.5. Définition : BASE DE SOLUTION

Une base de solution est un jeu de solutions linéairement indépendantes.
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EXEMPLES :

On peut voir que y, = e et ¥, =€ " forment une base de solutions pour I’équation : y"—y =0.

De méme on pourra voir que ¥, = COSXet ), = Sin X forment une base de solutions pour : y"+y =0, car

ona ﬁ # Cte sur tout le domaine de définition de X .

Y

9.6. Comment obtenir la base de solution, lorsqu’une seule des deux solutions
est connue : réduction de I’ordre

Voici une méthode d’intérét pratique lorsque nous avons réussi a obtenir une seule des deux solutions qui
forme le base de solution de I’équation du second ordre. C’est la méthode de réduction de Pordre de Lagrange'.

Supposons que nous ayons réussi a obtenir d’une quelconque fagon la solution ). Pour obtenir la solution

Y, , nous allons poser ), =u.),, ou U est bien sir est une fonction (expliquez donc pourquoi elle ne peut étre
qu’une constante) que nous allons essayer de déterminer.

Soit donc :
Y =U)
en dérivant une premicre fois:
Yo=u'y +uy
Une seconde fois :
Vh=u"y +2u' Y\ +uy'"

De sorte qu’en les substituant dans I’équation homogéne )"+ p(x).y'+q(x).y =0

"y, +2u' Y\ Fuy")) + p(x).(u'y, +uy' ) +q(x).(u.) =0
Comme y, est connu, on peut regrouper les termes en fonction de la nouvelle variable # a résoudre :

u'[y ]+ w2y +p() a4 ul v +p(0)y +9(x) 9, [=0

=0

" Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) était né a Turin en ltalie, d’une famille d’immigrants frangais. Il obtint son premier poste
d’enseignant a l’académie militaire de Turin a l’dge de 19 ans. Il migra ensuite a I’Académie de Berlin pour occuper le poste de directeur de
la section des mathématiques a l’age de 40 ans, et finit son périple a Paris en 1787. Il nous a laissé une ceuvre scientifique considérable:
méthode des isopérimétres, calcul des variations, analyse basée sur [’emploi des développements en série de Taylor, théorie des
approximations. 1l intervint également dans la thérie des nombres, en algébre, en mécanique des objets célestes. Il présida en 1790 a la
commission chargée d’instaurer un systéme des poids et mesures demandée par I’Assemblée Constituante.
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Mais, puisque ), est solution de cette méme équation, nous avons donc une expression simplifiée :

u"[y1]+ u'[zy'1+p(x)-y1 ] =0

, . . .
c’est aussi en divisant par ), :

”"H/l' 2y 1+§7}(X).y1 — O
1

u

et finalement nous nous retrouvons a résoudre un équation du premier ordre en U =u' :

U { 2V +p(X).y, )U 0o
N

Cette équation est résolue par séparation des variables :

dTU:—(zyL;l—i-p(x) X = 1n|U|=—21n|yl|—jp(x)dx

et en prenant les exponentielles :

- d.
v=_Le [ pyax
N

d’ou I’expression pour la seconde solution :

—| p(x)dx
Y2 = )’1-[{%‘3 J de
N

EXEMPLE : TROUVER LA DEUXIEME SOLUTION PAR REDUCTION DE L’ORDRE

Soit I’équation suivante, dont une solution évident est }; =X :
XYy =0

SOLUTION :

Premieérement il faut mettre 1’équation sous la forme canonique souhaitée, en divisant les 2 membres de

I’équation par Xx° pour bien identifier le coefficient p(x) :

1

X

V= y’+#y =0

donc p(x) = —% = - Ip(x)dx =1Inx, de sorte que :
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—| p(x)dx
e 1 g
N X *

et finalement la solution Y, recherchée est :

—| p(x)dx
Y2 =y1-j(%e Jreo de=x.jﬂ=x.lnx
y x

1
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EXERCICES

Fausses équations du second ordre: Les équations suivantes, par un changement de variable approprié, se

rameénent en fait & une équation du premier ordre. Réduire alors les équations suivantes a une équation du premier
ordre et donner la solution générale:

1.

xy"'-2y'=0
V'+3y'=0
y'=2y
x"+2y'= y”
W'+ =0
w'-y?=0

Y+ =0
"+ cosy =0
y'+e*y? =0

10. y"+(1+y")y? =0

d
Note: Pour certaines équations, il faut poser y'(x) = z(x) = d_y = Y'x)=z'(x)=
X

b dy_d:

b dx - dy z(x),

ce qui permet de se ramener a une équation en z()), et ou ) devient la nouvelle variable indépendante.

QUESTIONS & PROBLEMES

Le principe de superposition des solutions est valide pour les équations homogenes? Non-homogenes? Refaites
la démonstration.

Donner la forme de la solution homogeéne pour une équation du second ordre. Pour une équation du premier
ordre. Il y a combien de coefficients a déterminer dans la solution homogéne d'une équation du second ordre? Du

premier ordre?

A quoi servent les conditions initiales? Il y a combien de conditions a imposer dans une équation du premier
ordre? Du second ordre?

Qu'est ce que la solution particuliére?

Redémontrer la méthode de réduction de 1’ordre de Lagrange.
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10. EQUATIONS LINEAIRES HOMOGENES DE 25V ORDRE A
COEFFICIENTS CONSTANTS

Lorsque nous avons une équation de la forme suivante :

V'+ay+by =0

ou a et b sont des scalaires, on parle d’une équation différentielle (parce que la devinette comporte les
dérivées de la fonction), linéaire (parce que la devinette est une combinaison linéaire de la fonction et de ses
dérivées), du second ordre (parce que la plus haute dérivée est d’ordre 2) homogene (le second membre est nul) et a
coefficients constants. Pour résoudre une telle équation, on peut se rappeler que pour 1’équation similaire du premier

ordre ( y'+ky = 0) on avait comme forme générale de la solution : y = e™™ . 1l suffit donc d’essayer la forme de

solution suivante :

y=e”
Ce qui donne :

y= e

yv= ﬂe/?.x

yu= /flleﬂ.x

De sorte que 1I’équation devient :
" ' _ 2 Ax Ax Axy _
Y4ay+by =0 = (Le*)+a(le™)+b(e™)=0
L’équation de départ s’est transformée en équation dite caractéristique ou auxiliaire :

R +ar+b)e’™ =0 = FP+al+b=0
—

équation caractéristique

Ainsi, grace l’introduction de la forme exponentielle, en lieu de résoudre une équation différentielle, on a
transposé le probléme en une équation ordinaire linéaire. Les racines de cette équation caractéristique ou auxiliaire
étant :

A= —a+\/az—4.b

2

Jy = —a—+a*—4.b

2

Pral+b=0 =

de sorte qu’on obtient des fonctions solutions qui sont :

—a+Va*-4.b
n=e=e 2

—a—a*—4.b
m=c=e 2
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Chapitre 10 Equations différentielles du 2°™ ordre homogénes a coefficients constants

10.1. Discussion des cas pour les racines de I’équation caractéristique

Cas 1: (a>—4b)>0:

Dans ce cas, le discriminant est positif, de sorte la racine carrée est un réel, et les racines ﬂl,ﬂz sont alors

deux réels distincts (€ R ), et la solution générale de 1’équation homogéne est formée par la combinaison linéaire des
deux fonctions solutions ), ef ¥, qui sont indépendantes :

Y, = Cy+Coyy = CE™ + Ce™  avec 4 # 4

Généralement les composants physiques font en sorte que les racines caractéristiques 4 et A, sont toutes les 2
négatives. Néanmoins a cause de différentes conditions initiales, on a les cas de figure suivants selon le signe de C
etde G, .

C, <0<C,

1.4

1.2} 0<C, <C,

C,<0<(

EXEMPLE :
y'=r=0
Soit a résoudre 1’équation homogéne avec conditions initiales suivante : < »(0) =5
Y(©0)=-3
SOLUTION :

1) Dresser I’équation caractéristique associée :
Sachant qu’en introduisant la forme exponentielle y = " nous obtenons une équation caractéristique qui a

une forme semblable a 1’équation différentielle de départ, il suffira pour dresser rapidement 1’équation
caractéristique, de remplacer  par A et la puissance de chaque dérivée par le méme facteur d’exposant :

(équation homogene de départ) y"—y =0 } = {)uz - 20 =0 (équation caractéristique associée)
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2) Trouver les racines de I’équation caractéristique :

A=+l
A=-1

X-1=0 = {
3) Exprimer la solution générale de I’équation homogene :
y, = e + o™ = Ce* + Cye™

4) Introduire les condition initiales pour fixer les constantes :

0)=5 70)=Ge' ¥+ Ce™'© G+Gy=5 C=1
{'(O)=—3 = '(0) = 100) , ~1(0) = =
y Y(0)= ()G +(-1)Ce

5) Exprimer la solution particuliére :

y,=le" +4e™

Cas 2: (a®>—4b)=0 :
Dans ce cas on obtient une racine double pour 1’équation caractéristique : 4 =4, = __Za et une seule forme de

—a
solution y =e? ", Afin de trouver la deuxiéme forme, on applique la méthode de la variation de la constante
(variation des paramétres). On pose donc :

Pa(x) = u(x).yy(x)
de sorte que :
N =un
Yo=u'y tuy
Yh=u"y +2u' Yy +uy'y
et en remettant ces expressions dans I’équation homogene de départ :
"'y +2u' Yy Fuy'" D +a.y+uy)+buy)=0

et en regroupant en fonction de u :

u'.0) +u' 2y Fay) +u(y'+ay'+by) =0
=0 =0

Or le coefficient de u' est nul car :

2)\=-ae? =-ay,
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Chapitre 10 Equations différentielles du 2°™ ordre homogénes a coefficients constants

Et le coefficient de u aussi est nul car ), est une forme de la solution. De sorte que finalement on a :

u'. » =0 = u'=0 = u=Cte. > u=kx+k,

%,—/
#0, car forme exponentielle

On a donc la deuxiéme forme de solution :
Wa(x) = (kpx + kp)y(x)

Et la forme générale de la solution est alors :

Y= C~,1y1 + 52)’2 =G+ sz)e7 avec A=4= __20

EXEMPLE :
V'4+8y+16y =0
Soit a résoudre 1’équation homogéne avec conditions initiales suivante : y(0)=3
y(0)=1
SOLUTION :
1) Ecrire I’équation caractéristique associée :
Y48+l6y=0 = AP +81+164=0
%{—/
équation homogéne de départ équation caractéristique associée

2) Trouver les racines de 1’équation caractéristique :

A =(8) -4.(16).(1)=0

Z+8A+16=0 = @)
h=h=— =

3) Exprimer la solution générale de I’équation homogene :

=G+ sz)e%X =(C+Cx)e ™

4) Fixer les coefficients a partir des conditions initiales :

{ WO)=3 _ [ n0=(G+ Cy(0))e™*®
»'(0)=1 1'(0) = (0+ Cy)e @ + —4(C, + C5(0))e™ @

=

5) Exprimer la solution particuliére :
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y,=@+13x).e ™"

Cas 3: (a>-4b)<0 :

Comme on ne peut prendre la racine carrée d’une quantité négative dans le domaine des réels, on introduit
alors les nombres complexes. Ainsi, on sait que :

(i0) =-a’
(i)’ = -’
ou le i représente le vecteur unitaire sur I’axe des imaginaires. Il suffit alors de poser :
N =4 =A =N =\-40?
soit A=2iw

et les racines de I’équation caractéristique s’écrivent :

/11=—%+ia)

@:—%—ia)

et la solution générale de I’équation homogene :

-4 +iw)x (-4 -iw)x

yh = Cle 2 + C2€ 2

), est a présent une solution dans le domaine des complexes. Lorsque les conditions initiales sont observables
dans le monde physique, alors on obtient une solution particuliére y, dans le domaine des réels. C’est ce qu’on veut

deviner en exprimant autrement la solution générale :

—4a . .
yh —=e 2 (Cle+la).x+cze lw.JC)

comme

"' = coswx +i.sin ax

e ' = cosax —i.sin ax

alors :

—4a,

y, =e 27[C(cosax + i.sinax) + Cy(cos@x — i.sin )|
=e 27[(C, + Cy)cos@x +i.(C, - Cy).sinax)]
=¢ 2" (Acos@x + Bsinax)

Les constantes A et B seront déterminées par les conditions initiales.
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EXEMPLE :
y'-2y+10y =0
Soit a résoudre 1’équation homogéne avec conditions initiales suivante : 10)=1
y(©0)=5

SOLUTION :

1) Ecrire ’équation caractéristique associée :
(équation homogene de départ)  "'—2y+10y =0 } = {/12 22 4+10 =0 (équation caracteristique associce)
2) Trouver les racines de I’équation caractéristique :
A =(-2)* - 4.(10).(1) = =36
2-22410=0 = |4 =M=l+3i

p % V=36 g
3) Exprimer la solution générale de I’équation homogéne :

V= e_ix(A cosax + Bsinax) = e*(4cos3x + Bsin3x)

4) Fixer les coefficients a partir des conditions initiales :

{ =1 _ ¢®(4cos3(0)+ Bsin3(0)) =1
Y(©0)=5 1694 cos3(0) + Bsin 3(0)) + ¢ ”(=345in 3(0) + 3B cos 3(0)) = 5

A=1 4=1
= 4
A+3B=5 B=4

3

5) Exprimer la solution particuliére :

_ 4.
y,=e (cos3x+§sm3x)

REMARQUE :

Au lieu d’exprimer la somme d’un cosinus et d’un sinus, on exprime la solution sous la forme d’un seul
cosinus avec déphasage en posant comme suit :

V= St cos(3x - 53")

{lzrcos9 r= (1)2+(%)Z :%
3

4_ = 4
3 rsing 0= arctar{%} = 53°
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EXERCICES

Trouver la solution générale pour chacune des équations homogenes a coefficients constants suivantes:
1. y"+3y+2y=0.
2. Y'+2y+y=0.
3. Y'-6y49y=0.
4. y'=2y+5y.
5. y+6y49y=0.
6. y"+1,0243,51.y=0.

Trouver la solution particuliére pour chacune des €quations homogénes, a coefficients constants, et avec
conditions initiales suivantes:

y'=16y=0
7. »0)=1
¥'(0)=20

Y'=4'+dy =0
8. y(0)=2.
¥'(0)=0

V' '+2\/E y+2y =0

9. w0)=1
Y(0)=+2
5)"+16y+12,8.y =0
10. W0)=0
Y(0)=-23

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Citez les différentes formes de solution possibles. Combien il y a de cas?
2. Comment forme-t-on I'équation caractéristique? Comment a-t-on posé la forme de la solution?

3. Combien il y a de formes solutions dans la solution générale d'une équation du second ordre? Du troisieéme
ordre?

4. Quelle différence faites-vous entre la solution générale et la solution particuliére?

5. Quelle différence faites-vous entre une forme solution et la solution générale?
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6. A quoi servent les conditions initiales?
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

11. APPLICATION DES‘EQUATIIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND
ORDRE AUX SYSTEMES MECANIQUES

Plusieurs systemes physiques comportant au moins deux éléments dits réactifs (ne pouvant se réduire a un
simple élément réactif : soit qu’il y ait deux types d’éléments réactifs différents, soit deux de méme type mais non-
adjacents, soit qu’il y ait deux de mé&me type mais reliés par un noeud ayant au moins trois branches), sont décrits par
une équation du second ordre.

11.1. Table de correspondance électrique-mécanique

Cette table montre la correspondance entre les éléments mécaniques et les éléments électriques. Ceux qui sont
plus a I’aise en électrique doivent se servir de cette table pour convertir les significations mécaniques en homologues
électriques et vice-versa pour ceux qui se sentent plus a 1’aise en mécanique.

6lé e : Equation d’élémen Equi
el eI(_ement Dénomination | Symbole Graphique UG E,quw§lent
passif électrique
Proportionnel Amortisseur b { W) = Ri()
P) s E V() =—.F()
Passif-dissipatif % b
V(1)
Intégral Masse m | |
I ~ v =L I Ft).di W =L I i(1).dt
Passif-réactif % —F>f n
V(1)
Dérivé Ressort K | dF ditt
(D) - F o V() =L4F® V() = L.%
Passif-réactif W k dt
V(1)

Dans les équations éléments mécaniques de translation, V(7) représente la différence de vitesse entre les 2
points d’un élément, alors que dans les circuits électriques V() représente la différence de potentiel (d.d.p) entre les
bornes d’un élément. Il est a noter que dans le cas de la masse, ’autre borne v, est tout simplement la vitesse du

référentiel dans lequel on observe le mouvement de la masse. C’est pourquoi la ligne de liaison au référentiel est en
L]
pointillé .

I Voir en annexe de ce chapitre concernant la formation de ces équations d’élément. Cet annexe vous montre également la préférence

d’utilisation de la vitesse V(t) en lieu de la position Y(t) comme variable aux bornes.
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Chapitre 11 Application des équations du 2°™ ordre aux systémes mécaniques

EXEMPLE : OSCILLATIONS LIBRES D’UN SYSTEME MASSE-RESSORT

Soit a considérer un systeme masse-ressort suspendu a référentiel en état d’apesanteur (soumis a aucun champ
de gravitation). On veut alors connaitre la position instantanée de la masse par rapport au référentiel auquel est
suspendu le ressort.

SOLUTION :

1) Mise en équation :

Le mouvement de la masse d’inertie (on considere les éléments comme idéaux, c’est a dire que le ressort ne
comporte aucune masse et que toute la masse est concentrée...dans 1’élément de masse) dépend de la somme
vectorielle des forces appliquées dessus. Dans notre probleme il y aurait 2 forces, la force de gravitation appliquée
par un champ (de gravitation) et la force de rappel du ressort :

:" PPl ul Al A VI VI H 4

Qe"jpm

‘F:l Marpre |

8 et la loi des nceuds (loi de Kirchoff pour les courants) :

N . . > 214 1
D’ou les équations d’élément: {
F2 -

zﬁ; =0 = K+F=mg—ky=my
i
Ici F constitue le second membre, car :

d? o

Et si I’on considere que le systeme masse-ressort est plongé dans un milieu d’apesanteur (absence de champ
de gravitation), nous obtenons alors une équation homogene :

m;y'+ky =0
2) Résolution de I’équation :

Mettons 1’équation sous la forme canonique reconnaissable et formulons son équation caractéristique associée :

y"+Ly =0 = AF+0A+L ) =0
m; m.

1
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Et les solutions de I’équation caractéristique sont :

—0+i2 /ﬁ
Al :fi:-ﬂ.\/%:-ﬂl%

A = (0) —% =

1

-0-i2 /ﬁ
A2 :#:_i /% :—i(,_b

3) Exprimer la solution générale :

a

Yo =V = ¢ 2'(Acosex + Bsinax) = ¥, = "(Acoscy + Bsinyy)

4) Expression de la solution spécifique :

Il y a deux possibilités pour la solution spécifique : ou bien le systéme masse-ressort était originellement au repos,
c’est a dire a position originelle et vitesse originelle nulles ( y(0) =0 et y'(0) =0), des lors il y restera indéfiniment.

Car:

{ 0)=0 ¢P(Acos(0) + Bsinay(0)) = 0
y(0)=0 ¢V(Acos(0) + Bsinay(0)) + ¢ (- ayAsin @ (0) + agyBcoswy(0)) = 0

A=0 A=0
=
A+aB=0 B=0
Ou bien le systeme était déja en mouvement ( y(0) # 0 ou y'(0) # 0) et alors il y restera indéfiniment en oscillation

sinusoidale puisqu’alors :

y(0)£0 - Az0 - Az0
ou y(0)#%0 ou A+wB#0 ouB#0

5) Graphique récapitulatif :

A \..319...\'5

Y e % ,

/ -~
\/ €
A&\‘E 4 M R ‘Bm‘lh ‘:..V\DL%"
Cbrm-ea A
Coa MNeYon toials . o Seflakenn - o
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REMARQUE : PASSAGE DE Acoswy + Bsinay A Ccos(ayt —6) :

A =Ccos@ C =+A*+B?

B
11 suffit de poser : . =
B =Csiné Q= arctan(ﬁ)

Puisque : Ccosf@cosay + CsinBsinayt = C cos(cq)t = 9)

CONSTATATION : Cette absence de , implique
qu’il s’agit d’un systeme non-
Lorsque : amorti.

y'+0.y'+by =0

EXEMPLE : SYSTEME MECANIQUE AVEC AMORTISSEMENT :

En réalité, comme le systtme masse-ressort est en contact avec I’air, il y a un frottement. De sorte que
I’énergie va se dissiper au fur et & mesure par chauffage de I’air environnant.

Pour accentuer cette perte, on peut remplacer ce frottement minime par un frottement visqueux. Ce qui nous
donne tout simplement 1I’ensemble amortisseur pour voitures.

umo\/l-

a2

Or dans un amortisseur, la force de frottement est proportionnelle a la vitesse relative entre les 2 bornes :
dy(1)
F=b\VN(t)=b.——
3 (1) a0
et dans un milieu neutre:
F+F,+F, =0 (équation homogene)

alors que dans un milieu sous influence de la gravitation, on aura :

F + F, + F; = F, (équation non-homogene)
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SOLUTION :

1) Mise en équation :

2
Dans ce cas-ci, nous avons : mi% + b% +ky=0

2) Résolution de I’équation :

Mettons cette équation sous la forme canonique et dressons son équation caractéristique associée :

ey b o ko — 2. by k o0 _
y+miy+miy 0 = /1+miA+miA 0

= —b++b* — 4km;

: ! 2m;
et les racines caractéristiques sont : N = (%) -4k '
i

i = b=y —dkm,
, = DTN Ak

2m;

1

Il y a quatre situations possibles :

Cas1: >0 = b*>4km, : Le systéme est alors sur-amorti, et il y a 2 racines réelles A et 4, .
Cas2: N =0 = b*= 4km; : Le systéme est amorti critique, et il y a une racine double 4, .

Cas3: N <0 = b < 4km; : Le systéme est sous-amorti, et il y a 2 racines complexes conjugées A, et /Tl .

Cas4: b =0 : Le systeme est non-amorti et il y a 2 racines imaginaires purs.

ETUDE DU CAS 1 : SYSTEME SUR-AMORTI

b
a=——-
2m;
En posant : > , nous avons I’expression générale de la solution sous la forme:
g= \b” —4km;

2m;

1

¥, () = CeM +Coe™ = Cle™ PN 4+ 0 @

Yy o
Wied D e

TR )

Y |
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ETUDE DU CAS 2 : AMORTISSEMENT CRITIQUE

Nous avons alors I’expression suivante pour solution :
¥, ()= CeM +Cyte™ =(C + Cpt)e™

C’est celle qui permet la décroissance la moins rapide :

ra.Jq_ 2 Ao idowes
LS, S Lﬂ-“b:ﬂ-—‘m -

ETUDE DU CAS 3 : SYSTEME SOUS-AMORTI (OSCILLATIONS AMORTIES)

Dans ce cas, on peut réécrire les racines caractéristiques par :

A =—a +iw* 4km, — b*
1 ! aveca)*:m—l
A =—a —iw* 2m;

et la solution générale s’exprime par :

Yo =e™ (Cle+iw*t + C26+iw*t)
= (Acosw*t + Bsin w*1)

=Ce™ cos(w*t - 9)

-i:-\-!.:-l.ﬂu. - &Fd{- -

T -
(VA e

ETUDE DU CAS 4 : SYSTEME NON-AMORTI

C’est que le cas que nous avions vu au début sans la constante d’amortissement b (ou désignée ¢ selon
certains auteurs) :
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(0 =G + Cetien)
= (Acos ayt + Bsin a,bt)
= Ccos(%t —9)

C’est une sinusoide pure avec déphasage :
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Chapitre 11 Application des équations du 2°™ ordre aux systémes mécaniques

EXERCICES

Faire tracer les courbes de réponses suivantes avec MapleV pour au moins trois jeux distinctifs de valeurs

pour (Cl,Cz) :

—h
.

ye() = Cle/‘lr + Czeﬁzt = Cle_(mﬁ)’ + C2e‘(”—ﬂ)t

e (1) = Cle/‘lr + Czte/‘lt = (C1 + Czt)e_m

Y, (1) = Pl (Cleﬂ'w*t + C2e+iw*t): o (Acos w*t+ Bsin a)*t) = Co cos(a)*t _‘9).
V() = o0 (Cle’fiwo’ + Czeﬁwo’) = (Acos @yt + Bsin wol) = Ccos(wot _ 9)

Note: c'est a vous de choisir les valeurs pour (/\l,/]z) dans chaque cas, pour montrer les courbes modeles.

QUESTIONS & PROBLEMES

Soit un jouet de bébé, de masse 0,3 Kg attaché au plafond par un ressort a boudin dont la constante de rappel est
k=0,01 Kg/m. On néglige le frottement de l'ensemble dans l'air et la longueur au repos du ressort, mais la
pesanteur a cet endroit est g=9,81 N/Kg . Déterminer alors 1'équation de la position y(t) du jouet par rapport au
plafond.

Le méme jouet attaché au ressort a boudin est étiré a une distance initiale de 1,0 metre du plafond (y(0)=1 m). Il
est relaché avec une vitesse initiale nulle (y'(0)=0 m/s). Donner alors I'expression de la position du jouet par
rapport au plafond en tout temps.

On considere maintenant que le jouet, en se déplacant subit une force de friction avec l'air proportionnelle a sa

vitesse de déplacement comme suit: F, =-bv =-0,02xv . Exprimer la nouvelle équation du mouvement du

jouet.

Donner la solution de la position du jouet en fonction du temps, en considérant toujours les mémes conditions
initiales qu'en 2.
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ANNEXE AU PRESENT CHAPITRE

N

Voici a présent comment nous sommes parvenus a déduire les équations d’élément pour les systemes
mécaniques de translation.

EQUATION D’ELEMENT PASSIF-DISSIPATIF :

Cette relation provient de I’expression de la force de frottement qui est proportionnelle a la vitesse de
déplacement de 1’élément (qui est un amortisseur).

F=bN(t)= b LW
dt

Attention a ne pas confondre 1’amortisseur qui est le cylindre a gaz, ou a huile avec un piston avec le ressort
hélicoidal qui I’entoure.

V()= %.F(t)

EQUATION D’ELEMENT PASSIF-REACTIF INTEGRAL :

Elle origine de la loi de Newton :

d’ou la relation entre la force et la vitesse :

vin=L JF(t).dt
m

EQUATION D’ELEMENT PASSIF-REACTIF DERIVE :

Dans un ressort, la force de rappel est proportionnelle a 1’élongation :

dF:kﬂ

szyzkjﬂdt - 9 sy
dt dt dt
d’ou la relation entre la force et la vitesse :
V()= l dF (1)
k dt
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN0135

12. LES EQUATIONS D’EULER-CAUCHY

N

Les équations différentielles a coefficients constants permettent de trouver la solution de 1’équation sans
passer par l'intégration. Lorsque les coefficients sont non-constants, certaines équations sont aussi susceptibles de
nous alléger le travail. Par exemple la forme de 1’équation d’Euler'-Cauchy? :

x*y"+axy'+by =0 a,b étant des constantes.

Des lors, il suffit d’introduire la forme de solution suivante : y = x™ . De sorte que :
a— m
y =X

y|: mxm—l

y'=m(m- Dx"2
et I’équation devient :
xymm=1)x™2 + (ax)mx™ ™ + (b)x™ =0
et en mettant x™ en facteur, on se retrouve avec une équation réduite :
mm-1)+ax+b=0

Il s’agit donc de résoudre une équation du second degré ordinaire en m :

m?+(@-Dm+b=0

Il'y a trois cas possibles selon la valeur des constantes aet b .

12.1. cas 1: (a-1)>>4b :

l-—a+y(a-1)>-4b

m
On a alors 2 racines réelles m, et m, : 2
l-a-+(a-1)*-4b
my = >

et la forme de la solution est alors :

1-a+y(a-1)*—4b 1-a—y(a-1)*-4b

Yo (X) = Cx™ + Cpx™ = Cyx 2 +Cyx 2

! Leonhard Euler (1707-1783) est né a Bale en Suisse. C’est la qu'’il fit ses études sous la direction de Johann Bernoulli et obtient en 1927 un
poste de professeur de physique a Saint Petersburg en Russie. Il contribua a diverses branches des mathématiques notamment en liaison avec les
problemes physiques dont est issu un traité complet de la mécanique en 1736 et une collection de quelques 70 volumes sur ses travaux .

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) nait a Paris d’une famille de nobles (il était Baron). Il a contribué & des méthodes rigoureuses d’analyse
sur les nombres complexes, les séries infinies et les équations différentielles. Durant sa vie il a publié quelques 800 articles.
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Chapitre 12 Les équations d’Euler-Cauchy

12.2. cas2: (a-1)>=4b :

Dans ce cas on a 1 racine réelle double m;=m, . La premiere forme de solution sera donnée par :

1-a
—_.m B

y=x"=x

Pour trouver la deuxieéme forme solution, nous allons appliquer la méthode de la variation de la constante. Soit
donc :

y2 (%) = u(x) y, (x)
Yo = Uy,
de sorte que : | ¥, =u'y, tuy'|
Y= uly 2y ruyt

et en réinjectant ces expressions dans I’équation de départ :

x? "y, +2u'y' | tuy")) +ax(u'y, +uy',) +b(u.y;) =0

et en regroupant en fonction de la variable u : =N

xzu"(yl) +xu'(2xy' +ay,) +u(y'" +ay';+by,) =0

20 =0

Or le coefficient de u est nul puisque y, est une forme solution de I’équation d’Euler-Cauchy. Par contre le
coefficient de u' est non nul :

d-a) d-a) (I-a)
l-a) 5", 50 5"
i-a 5

2xy' +ay, = 2x——= +ax 2 =x 2 =y

Il s’agit de résoudre en bout de ligne, 1’équation suivante ol u est I’'inconnue :
2 " - X"+ xu'=0
(xypu"+(xyu'=0 < . R
sur le domaine ot y; est non - nul

La solution pour u est donc :

u" 1 1
Curxu'=0 = — == = ln|u'|=—lnx = u'=— = u=lhx+c
u X X

a la condition qu’on soit dans le domaine des x =0 (sinon on n’aurait pas de solution dans le domaine des
réels). Finalement la deuxieme forme de solution est :

1-a

¥2(X) = y(x)Inx=x 2 Inx

et la solution générale est :
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1-a
Yo (x) = Cx™ + Cpx™ = (C, +CyInx)x 2

12.3. cas 3: (a-1)*<4b :

Dans ce cas on a 2 racines complexes conjuguées m, et m, :

Mu
1-a+ 111417 (a- 1) /
my = =uUtuy
Nu
1—a—iy4b - (a 1?

m2 2

et la solution générale s’écrit :

1-a ,/4b—(a—1)2 _iw/4b—(u—l)2

Y () = Cpx™ + Cox™ =x 2 Cx 2 +Cyx 2 =x”(C1x+iV +C2x_w)

Or les propriétés sur les exposants et les logarithmes sont telles que :

/ exposant

x=In(y) Zyze

Base népérienne(naturelle)

/ exposant

x=log,(y) > y=a*

Base alpha
o x+iv 1n(x*’V :e+ivln(x)
On peut donc écrire que :
LV = T 2 mivinG)

et la solution générale pourra s’écrire sous la forme :
Ve (x) = o (C1x+iv + sz—iv): o+ (Cle+ivln(x) + Cze—ivln(x))
Or on sait combiner les exponentielles complexes pour former les cosinus et les sinus, de sorte que :
Ve(X) = )C”[C1 (cos(l/ Inx) +isin(VIn x)) +C, (cos(l/ Inx) —isin(VIn x))]

soit :

¥, () = x¥[Acos(vInx) + Bsin(vInx)]
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Chapitre 12 Les équations d’Euler-Cauchy

APPLICATION : POTENTIEL ENTRE 2 SPHERES CONCENTRIQUES

Soit a considérer 2 sphéres métalliques concentriques 1’une ayant un rayon r; =4 cmet I'autre r, =8cm . La
sphere intérieure est portée au potentiel de V(r;) =110 Volts, tandis que la sphere extérieure est reliée au potentiel
de la terre (V(r,) =0 Volts ). On veut connaitre le potentiel en tout point dans I’espace compris entre ces 2 spheres

métalliques.

INDICATIONS:
Vous verrez, dans un cours de physique électromagnétique, que le potentiel en tout point de I’espace vide de

charges (ce qui est le cas entre les 2 spheres métalliques) doit satisfaire 1’équation de Laplace, exprimée ici en
cordonnées sphériques:

r> or or ) r°sin@ 08 08) r°sin“@ 0@ dg

Or pour le cas des spheres concentriques, la symétrie fait que le potentiel n’a pas de dépendance angulaire
Bou ¢. Donc notre équation de Laplace se réduit a:

1 0 ov
0v =—2{2%2 |=0
P2 ar(r arj

SOLUTION :

1) Mise sous la forme de I’équation d’Euler-Cauchy:

ol o) 2 o o

2
11 suffit d’effectuer le développement de la dérivée: ii(rz GVJ = irz[a—VJ + %2{ avj =0
reor r r
Puisqu’il s’agit d’une équation ou les coefficients ne sont pas tous des constantes. De plus, ces coefficients
respectent la forme d’Euler-Cauchy, ce qui nous permet de le mettre sous forme canonique appropriée pour la
résoudre :
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v ) 2(av 5
+2 =2 |=0 = "+2ry'+0.y =0
(2220 = v

2) Trouver les racines de 1’équation auxiliaire:

L’équation auxiliaire associée étant :

m?>+(@-Dm+b=0 = m*+Q2-Dm+0=0
alors les racines sont:

3) Exprimer la solution générale:

Puisque les racines sont réelles, nous tombons dans le premier cas, d’ou 1’expression de la solution générale
correspondante :

V() =Cx™ +Cx™ = V(1) = Cr’ + Cyr”!

4) Fixer les constantes a partir des conditions initiales:

{V(r =0.04)=110 . C,(0.04)° +C, (0.0 =110 = {Cl =-110
V(r=0.08)=0 C,(0.08)° +C,(0.08)" =0

C, =838
d’oti la solution particuliere:

V,(r)=-110+ 88 Volts (avec r en metres)
r
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Chapitre 12 Les équations d’Euler-Cauchy

EXERCICES

Trouver la solution générale pour les équations suivantes:

1. xy'"+4y'=0.

2. Xy'+xy'-y=0.

g

xzy"+3xy'+6y =0.

&

xzy"+9xy'+16y =0.
Trouver la solution particuliere pour les équations suivantes avec conditions initiales:

xy"+xy'+dy =0
5. Jy()=2
y1=4

10x%y"+46xy'+32,4y = 0
6. {y(1)=0
y=2

xzy"+xy'+0,01y =0
7. y()=2
Yy =0,1

Ramener les équations a la forme d’Euler-Cauchy et les résoudre :
8. 2(3z+D7y"+213z+1)y'+18y =0.
9. (z-3)*y"+6(z=3)y+9y=0.

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Trouver l'expression du potentiel entre 2 spheres métalliques concentriques, dont l'un a un rayon de
1, =0,04 metre et porté a un potentiel de V(r;) =100 Volts et l'autre a un rayon de r, =0,08 metre et un

potentiel de V(r,) =10 Volts .

2. Soit I'équation d'Euler-Cauchy: x? y"+axy'+by =0, ol y =y(x). En posant x =e', transformer cette équation

o - d’ d
en une équation linéaire a coefficients constants: d—2y +(a- l)d—y +by=0,0u y=y().
t t

- page 6 -



EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

13. EXISTENCE, UNICITE, INDEPENDANCE LINEAIRE ET
WRONSKIEN

Soit une équation de la forme :
Y p(x).y'+q(x).y =0

Le probléme est de savoir dans quelles conditions on peut obtenir au moins une solution, avant méme de la
calculer, et dans quelles circonstances cette solution est unique.

13.1. Théoréeme d’existence :

Si p(x) et g(x)sont deux fonctions continues sur I’intervalle ouvert 7 :{a < x < b} (on écrit aussi x & ] a,b[ ),

alors il existe au moins une solution y(x) sur cet intervalle.

DEMONSTRATION :

La démonstration de ce théoréme se trouve dans le livre « Ordinary Differential Equations » de E.L. Ince,
Dover, 1956.

13.2. Théoréeme d’unicité :

Sien plus de p(x) et g(x)continues, on fixe 2 conditions initiales dans cet intervalle ouvert I :

Y(xp) =ky

X, € |a,b| tel que
oelerl {y'<x0>=k1

alors la solution est unique sur cet intervalle 1.

DEMONSTRATION :

La démonstration de ce théoréme est présentée en annexe a ce chapitre.

13.3. Indépendance des solutions : le Wronskien.

La forme générale de la solution d’une équation du 2°™ degré est une combinaison linéaire de 2 formes
indépendantes de solution y,(x)et y,(x).

RAPPELS:

& On rappelle (voir algébre linéaire : bases et dimension) que 2 vecteurs ou formes sont linéairement
indépendants sur I’intervalle I, si :

Mé+Me=0 = A=A =0
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Chapitre 13 Existence, unicité, indépendance linéaire et Wronskien

& On rappelle inversement que si 2 éléments sont linéairement dépendants, alors on peut trouver un scalaire
A #0 tel que I’on puisse écrire y, = Ay, sur I’intervalle L.

Donc si y, est dépendant de y;, alors on peut écrire:

V2=
yh =2y
Le Wronskien
de sorte que :
y y 1 1 1 1
W(y,y,) = 1, yz, =y =" =Amn'-n'n=0
1 2
DEFINITION :

Le Wronskien est le déterminant formé par le vecteur transposé des formes solutions (y;,,,s,...) et de ses

dérivées successives (¥',1'5,¥'5,-)» (3", ¥"2,»"5,...), etc..

THEOREME :

Soit les fonctions p(x) et g(x) continues sur un certain intervalle ouvert I, les formes solutions trouvées y, et
¥, sont linéairement indépendantes si, et seulement si, le Wronskien formé par ces deux formes solutions est non-
nul.

2y e W,y #0

DEMONSTRATION :

Il s’agit de résoudre ’équation : A4y, + 4, ¥, =0 pour trouver 4 et 4, . Or si on dérive les 2 membres de cette
équation, on se retrouve avec : A4 y'\+A4,y', =0. C’est a dire qu’on a un systeme de 2 équations, ou les inconnues
recherchées sont 4 et A, :

{ Ay +4y, =0
Ayt A4y =0

En utilisant par exemple la méthode de Cramer, on voit que le déterminant principal est le Wronskien :

BT )
y'hoyh

A= =W(y,y,)#0

Si le Wronskien est non nul, alors il existe un couple unique (4;,4,) qui satisfait le systeme d'équations :
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‘0 Vs N 0‘
0 ' "0
&:#:0 et :yl—:()
NN N
yhovh Yoy,
On en conclue alors que :
Ay + 4y, =0
= =1 =0
y} )’vz £0 =4
Yi Yo

c’est a dire que y, et y, sont linéairement indépendants.

COROLLAIRE 1:

Soit les fonctions p(x) et ¢g(x) continues sur un certain intervalle ouvert I, alors les formes solutions trouvées

y; et y, sont linéairement dépendantes si et seulement si le Wronskien formé par ces deux solutions est nul.

=4y & W(O,»)=0

DEMONSTRATION :

An+y, =0

pour trouver A et 4, .
Ay'1+4y'5 =0

11 s’agit toujours de résoudre les systéme {

Or si le Wronskien est nul, la 2°™ ligne n’est qu’une réplique de la 1°° ligne. De sorte que le systéme
d’équations se réduit a une seule équation.

o7

Y2

-0 — {A’lyl"’/’lQYZ =0

Wy, =
1532) une seule équation

Dés lors il est possible de choisir arbitrairement 4, (ou A, ) et d’ajuster 4, (ou 4;) en conséquence pour que :
oo A
Ay +4y, =0 = y= N
A
D’ou la conclusion que y; et y, sont linéairement dépendants

COROLLAIRE 2 :

Soit les fonctions p(x) et g(x) continues sur un certain intervalle ouvert I. Si en un seul point x,de cet
intervalle le Wronskien est nul, alors il est identiquement nul sur tout I’intervalle I. Il s’ensuit que les solutions y, et

v, sont linéairement dépendantes (identiques a une constante pres) sur cet intervalle.
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Chapitre 13 Existence, unicité, indépendance linéaire et Wronskien

DEMONSTRATION :

yl(xo) yZ(xo)
yvl (x()) y'2 (x())

Soit donc :

)liyl(xo) :_ﬂz)’z(xo)
Ay'(x,)==A 5 (x,)

yl(xo) :ﬂ)’z(xo)

donc au point X, on peut écrire : { v '
y l(x()) = /1_)/ 2(x())

ou encore {

en ayant réparti le coefficient scalaire A #0 en 4, #0 et —A, # 0. Ainsi au point x,, on peut écrire :

{ﬂlyl(xo)wbyz(xo):o
Ayi(x)+ A4y (x,)=0

En gardant ces mémes coefficients, on peut constituer une fonction :

{J’(x) =41 (x)+ 4, y,(x)
Y'()=4y1(x)+ A4y (x)

Une telle fonction y(x), d'aprés le théoréme sur la combinaison linéaire des formes solutions pour une
équation homogéne, est aussi solution de I’équation homogeéne. Et ses conditions initiales sont :

{y(xo) =4 1(x,)+ 4 yy(x,)=0
Y'() =4y (x,)+ A4y (x,)=0

Mais on voit que la solution triviale y,(x) =0 avec les mémes conditions initiales y,(x,) =0 et »',(x,) =0,
est aussi solution de 1'équation homogeéne. Or on sait, du fait que p(x) et g(x) sont continues, que cette solution est
unique. Donc on conclue qu'on doit avoir :

Y@ =y,(0)=0
sur tout I’intervalle I, il en découle alors :

Y(@) =4y (x)+ A4y, (x)=0 Vxe I

e AT e Yploel= A gutte)

D] f [

%Ttl:ﬂ-d I .- "Iz. C"")’: ‘k‘j' ¢ )
I / i)
Qe— 7 1 Y Les)

4%
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donc y, et y, sont linéairement dépendantes sur l'intervalle entier de I.

13.4. Solution générale pour une équation linéaire du 2°™ ordre homogeéne.

THEOREME D’EXISTENCE D’UNE SOLUTION GENERALE :

Soit les fonctions p(x)et g(x) continues sur un certain intervalle ouvert I, alors il existe au moins une

solution générale y, sur .

DEMONSTRATION :

En partant du théoréme d’existence précédent pour p(x)et g(x) continues, et en appliquant les conditions
initiales, alors on sait que la solution particuliere est unique. Soit donc les 2 formes uniques de solution y, et

¥, suivantes (a cause de 2 jeux de conditions initiales différents) :

y2(x0)=1
y‘Z(xo):O

yl(x0)=0

() =1 } deuxiéme solution unique .
Yilx,) =

} premiére solution unique et :

en prenant le Wronskien au point x, :

yl(xo) yZ(xo)

WLy, =
(yl yZ) ’ yll (xo) yv2 (xo)

1 0
= z0
0 1
Ainsi les solutions y,et y; sont indépendantes, et forment alors une base de solutions. Donc la solution

générale y, de I’équation homogene existe. Elle s’écrit :

V() =Gy (x)+C, y,(x) Vxel

THEOREME D’UNICITE DE LA SOLUTION GENERALE (UNICITE DE LA FORME
GENERALE) :

Soit les fonctions p(x)et g(x) continues sur un certain intervalle ouvert I, alors toute forme solution de

I’équation homogene peut étre issue que de la solution générale y, .

On veut entendre par ce théoreme que la forme de la solution y, (x) représente toutes les solutions possibles
de I’équation homogene, c’est a dire qu’on ne devrait pas trouver une forme spéciale Y(x)qui ne puisse se ramener

finalement a la forme générale y, (x) .

DEMONSTRATION :

En effet, soit y,(x) =c;y;(x)+c,¥,(x) ,Vxe I, la forme générale de la solution de I’équation homogene.
Soit maintenant une fonction Y(x) qui satisfait aussi a I’équation homogéne. 11 s’agit de prouver qu’en fin de compte

Y(x) doit étre écrit comme une combinaison linéaire de y, et y; .
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Chapitre 13 Existence, unicité, indépendance linéaire et Wronskien

Pour cela on est obligé de faire un crochet par 1'unicité¢ de la solution par les condition initiales. On sait déja
que la forme générale y,(x) mute en solution particuliére unique, lorsqu’on fixe les conditions initiales :

{yh(xo)=K0
Y (x) =K,

C’est a dire qu’on va pouvoir fixer les constantes d’intégration ¢, et ¢, (¢ minuscules : constantes a fixer) qui

vont devenir C; et C, (C majuscules: valeurs numériques explicites), par exemple par la méthode de Cramer. Donc :
Vp(x) =Ciy(x)+ Copy(x)

est unique. Parallélement, si on pouvait exprimer la fonction solution spéciale Y(x) par une expression en

fonctionde y,et y; :

Y(x)= By (x)+ By, (x)

Et qui satisfait aussi les conditions initiales :

{ Y(x,) =Ky =Cy(x,)+Cry,(x,)
Y'(x,) =K, =Cy'(x,)+Cp"%(x,)

En effectuant la méme démarche que pour fixer les constantes ¢; et ¢, de la solution spécifique, on arrive a

trouver [, et [, uniques, qui se trouvent étre de nouveau C; et C,, donc on en conclue que:
Y(x)=y,(x)

Ainsi on a pu exprimer Y(x) a partir de la forme générale.
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EXERCICES

Bases de solution et Wronskien : trouver le Wronskien pour les bases ci-dessous et vérifiez le théoréme de
I’indépendance linéaire ou de la dépendance linéaire sur tout 1’intervalle 1.

1. (M, ePY).
2. (L,e).

3. (e_? cos3x, ¢ 2 sin 3x).

4, (x™,x"™).

5. (x*,x*Inx).

6. (M, xe™).

7. (x* cos(2lnx),x* sin(2ln x)).
8. (¢ coswx,e” sinwx).

Trouver une équation du second ordre homogéne pour laquelle, les bases suivantes sont solution. Déterminer
le Wronskien pou vérifier I’indépendance linéaire.

9. (&, xe™).

10. (x°,x7).

1. (x*,x*Inx).

12. (cosh2x,sinh2x) .

1
13. (x%,x2).

14. (L,e™).
15. (cos2zx,sin27x).
16. (cos(Inx),sin(In x)) .

S03
17. (x 2,x 2).
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Equations différentielles

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Comme corollaire, prouver que les solutions d’une base de solutions ne peuvent étre nulles en méme temps au
méme point.

2. Comme corollaire, prouver que les solutions de la base ne peuvent atteindre en méme temps un maximum (ou un
minimum) au méme point.
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ANNEXE

DEMONSTRATION DU THEOREME DE L'UNICITE DE LA SOLUTION:

L'objectif ici consiste & démontrer que dans un systéme avec conditions initiales:
Y+ p(x).y'+q(x).y =0
y(x0) = Ky
y'(x) =K;

Si nous obtenons une solution particuliére y,;(x) et une autre solution particuliere y,,(x), alors leur

différence y,(x) =, (x) =y, (x) doit Etre identiquement nulle. Ainsi la solution particuliére sera donc unique.
Pour cela nous considérons donc la fonction :
yp(x) = ypl(x)_yp2(x)

Cela implique, du fait que y,;(x) et y, (x) satisfont les méme conditions initiales, que nous avons :

yp(xO) =0
y'p(x0)=0

Considérons de plus la fonction auxiliaire suivante :
2(x) =y, () + ", (%)
de sorte que nous avons :
z'(x)=2y",()y, () +2y", (x)y",(x) et z(x))=0.

Or de l'équation différentielle homogeéne du second ordre, nous pouvons tirer la relation suivante qui est
satisfaite par y, , puisque y,;(x) et y,,(x)sont des solutions de cette méme équation homogene :

y'y=-py'p—qy,
soit en substituant par la variable z :
z'(x)=2y',y,-2y", [—py‘p—qyp]
D'autre part, si on assume que y, et y', sont des fonctions dans I'espace des réels, alors:
2
(vp 20, ) =27 2,047 20

Ce qui nous permet d'obtenir 2 inégalités:
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z=yf,+y‘i2—2ypy‘p et z=yf,+y‘i22ypy'p
et aprés une retouche de signe, nous pouvons écrire:
—z<2y,y', et z22y,y',
soit :

|2ypy'p|Sz

c'est a dire, en substituant dans z'(x)=2y',y,-2y", [—py‘p—qyp], et en sachant entre autres que :

—2qy,5'y S|2qy,,y'p|S|q||2ypy‘p|S|q|z et que : —pS|p| :
z'(x)Sz+2|p|y'§,+|q|z

. 2
Mais comme on peut borner y",:

2 2 2
Yy Sy ty, =z

Donc on peut écrire:
z'(x) < z+2|p|z+2|p|z = (l+2|p|+|q|)z =hz
Cette inégalité est équivalente a écrire les 2 inégalités suivantes :

z—hz<0 et z+hz>20.

Si h(x) est continu sur I’intervalle I, J h(x)dx existe et on peut poser :

_ efjh(x)dx F - e+jh(x)dx

B 8

Comme Fj et F, sont des quantité toujours positives, nous pouvons les multiplier sans changer le signe des

inégalités :
F(z'-hz)= (Flz)‘ <0 et F(z+hz)= (Fzz)‘ >0

Ce qui veut dire que Fjz est monotone décroissante ou nulle sur I tandis que F,z est monotone croissante ou
nulle sur I. Comme : z(x,) =0, et sinous considérons les moments x < x, sur I, nous aurons :

S(Fzz) =0.

X0

(Fiz)xSxO Z(FIZ)xO =0 et (Fzz)

X<
De méme si I’on considere les moments x = x, surl:

(Fiz)xZXO S(Flz)xo =0 et (Fzz) Z(Fzz)x =0

X2x, 0
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Chapitre 13 Existence, unicité, indépendance linéaire et Wronskien

En divisant respectivement par F et F, qui sont des quantité toujours positives, nous trouvons que :
z<0et z20
Pour tout xe I . Ce qui implique que nous devons avoir :

z(x) =yf,(x)+y'f](x)50 ,Vxel.

) . . . . -
Comme nous sommes dans I’espace des réels, nous ne pouvons avoir de carré de y,(x)ou y',(x)qui soit

négatif pour compenser 1’autre, de sorte que la seule solution possible est que :
Yp(x)=0cet y',(x)=0.

Ce qui veut dire qu’en fin de compte :

ypl(x) = ypZ(x)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

14. EQUATIONS NON-HOMOGENES: PROCEDURE GENERALE
POUR DETERMINER LES SOLUTIONS

Lorsque le second membre d’une équation est non nulle, nous sommes en présence d’une équation dite non-
homogene :

Y+ p(xX)y'+q(x)y =r(x) - VsV

Le terme non-homogéne indique que r(x) est la fonction qui va induire la perturbation (ou forcer le situation)

au systéme représenté par cette équation différentielle.

Avant méme de parler d’une quelconque méthode pour trouver les solutions a cette équation, nous devons
tirer des propriétés générales a partir de ce que nous connaissons déja avec les équations homogenes.

Supposons que nous obtenons la solution générale y;, (x) pour I’équation homogene associée :

YU PE)yHay=0 >

Dés lors nous avons le théoréme suivant :

THEOREME :

La somme d’une solution de 1’équation non-homogéne (aussi appelée équation générale) et d’une solution de
’équation homogene associé est une solution de 1’équation non-homogene (aussi appelée équation générale).

DEMONSTRATION :

Soit y,(x) la solution de 1I’équation homogene associée : y"+ p(x)y'+q(x)y =0, et soit y (x) la solution de

I’équation non-homogene originelle : y"+ p(x)y'+q(x)y =r(x).
C’est a dire que nous avons :
Vit Py, +q(x)y, =0, et ¥+ p(x)y's+q(x)y, =r(x).
des lors :
(7 "+ PGy +q() )+ (9" + P+ q(x0) ;) = 0+7(x) .
C’est a dire , en regroupant les termes :
(v "+ 2" )+ P (14 '+ ')+ q(0) (34 + 1, ) =0+7(x) .

Donc si on pose la somme suivante : y, =y, + ), nous avons bien :
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Chapitre 14 Equations non-homogeénes: procédure générale pour déterminer les solutions

yg =yh+ys
Ve =ty
y"g =y"h+"yS

et effectivement nous obtenons :
V't p(x)y'g+q(x)yg =r(x)

Donc que cette combinaison y, est bien solution de I’équation non-homogene originelle.

COROLLAIRE 1:

La différence entre deux solutions de 1’équation non-homogene est une solution de I’équation homogéne
associée.

DEMONSTRATION :

A faire en exercice par 1’étudiant.

DEFINITIONS :

La solution générale d’une équation non-homogene, notée y, est la somme de la solution de I’équation

homogene associée, notée y, et de toute solution singuliére y, qui satisfait I’équation avec second membre :
yg =Yptys-

La solution particuliére est la solution y, obtenue a partir de la solution générale y, en introduisant les

conditions initiales pour fixer les constantes auparavant arbitraires dans y, .

La solution singuliére y, est une solution de 1’équation générale (avec second-membre) qui ne peut étre

déduite de y,, .

THEOREME :

Si p(x), g(x)et r(x)sont toutes des fonctions continues sur I’intervalle I, alors toute solution particuli¢re
», est obtenue en assignant les valeurs appropriées aux constantes arbitraires qui sont dans la solution générale de

I’équation avec second membre.

DEMONSTRATION :

Soit donc y(x) une solution de I’équation avec second membre y"+ p(x)y'+q(x)y =r(x), et soit y,(x)la

solution générale de cette méme équation avec second membre (cette solution générale existe sur I du fait de la
continuité des fonctions p(x), g(x)et r(x)).
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Or le corollaire_1 prouve que la différence Y (x) = y(x)—y,(x) est une solution de I’équation homogene.
Cette solution Y(x)est obtenue en assignant les conditions initiales & y, de I’équation homogene.

Donc il s’ensuit que :
Y(x) =Y (x)+ y,(x)

Donc les constantes ¢, et ¢, qui sont fixées dans la solution générale homogeéne donne la solution particuliére.

ATTENTION!

Ce théoréme n’indique pas qu’il faut fixer les constantes en introduisant les conditions initiales dans la
solution y, de I’équation homogeéne associée. Les constantes sont déterminées en introduisant les conditions initiales

dans la solution générale y, de I’équation avec second membre.

EXEMPLE

Les méthodes pour trouver les solutions singuliéres y,(x) se trouvent dans les chapitres suivants. Pour

I’instant nous supposons que nous connaissons ces solutions singuliéres et nous allons appliquer la méthode générale
pour arriver a la solution particuliére.

Trouver la solution particuliére pour le probléme avec conditions initiales suivant :

y"+2y'+101y =10.4¢"

1(0)=1.1
1(0)=-0.9

SOLUTION :

1) Trouver la solution homogéne :

y"+2y'+101y=0 (équation homogene associée)

A2 +24+101=0 (équation caractéristique associée)

les racines de 1’équation caractéristique sont :

—2+44/(2)% —4x101
A= 2) =-1+10i

2

(2 racines complexes conjuguées)

2-J2)?%-4x101
A = ( )2 =—1-10i

Donc la solution homogene est :

yp(x) =€ (Acos10x+ Bsin10x)
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2) Trouver la solution singuliere y, (x) de I’équation non-homogene:
identifier la forme de r(x) :
r(x)=ke* — y,(x)=Ke"
Vérifier si une telle forme n’existe pas déja dans la solution homogéne y, (x):

Ce n’est pas le cas.
Déterminer les coefficients :

les dérivées successives :

Vs (x) = Ke*
v, '(x) = Ke"
»,"(x) = Ke"

réintroduire dans 1’équation :
(Ke™)+2(Ke*)+101(Ke*) =10.4¢"
déduction des coefficients :
104(Ke*)=10.4¢" — k=0.1
I’expression de y,(x) :
y(x)=0.1¢*

3) Exprimer la solution générale :

La solution générale est simplement la somme des 2 solutions :

Ve (X) =y, () +y(x)=e"" (Acos10x+ Bsin10x)+0.1e"
4) Trouver la solution particuliére y,(x) :
Introduction des conditions initiales pour fixer les coefficients :

v (0)=1.1 e (4cos(0)+ Bsin(0))+0.1e=1.1 { A=1
= =
Vg (0=-0.9 ¢ (~1045in(0)+10Bcos(0)) — e~ (A cos(0) + Bsin(0)) +0.le = 0.9

d’ou la solution particulicre :

y,(x)=e"cosl0x+0.le*
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Chapitre 14 Equations non-homogénes: procédure générale pour déterminer les solutions

EXERCICES

Vérifier que les y,(x) suivants sont bien des solutions singulieres et trouver la solution générale pour les
équations non-homogenes suivantes :

1. y'-y=8e"", Yy =e"

2. y'—y=8c7", Yy =" =3

3. y"+3y'+2y=4x2, yp=2x2—6x+7

4. y"—2y'+5y=5x3—6x2+6x, ypzx3

5. (D*+3D—-4)y=8cos2x+6sin2x, Y, =—cos2x
6. (D*—4D+4)y=x"cosx, Yy =—%ex sin x

(D2 +1)y=—x‘2 +Inzx, Y, =Inmx
8. (8D?-6D+1)y=6coshx, yp=%e*+ex

Trouver la solution particuliere pour les équations non-homogeénes suivantes avec conditions initiales,
connaissant la solution singuliére :
y'+y=2e*"
y(0)=-1
y'(0)=8
Yy =2x
y"—-y=2cosx
y(0)=0
»'(0)=-0.2

Y, =—C0sx

10.

yn_y — zex
y(0)=-1
y'(0)=0

y, =xe'

1.

(D* +4)y =—12sin2x
y(0)=1.8

y'(0)=5.0

Y, =3xcos2x

12.

(x*D* =3xD+3)y=-3Inx—4
y()=0
y'(H)=1
y,=Inx

13.
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15. EQUATIONS NON-HOMOGENES: METHODE DES COEFFICIENTS
INDETERMINES

Afin de trouver une solution particuliére a I’équation non-homogene a coefficients constants:
y"+ay'+by=r(x) - Vs

Il existe une méthode générale et une méthode plus pratique, plus directe, qui s’applique aux équations de
second et premier degré linéaires. C’est la méthode des coefficients indéterminés, grace a la table ci-dessous :

si 7(x) est de la forme utiliser la forme suivante pour y_(x)
Exponentielle : ke’ Exponentielle : Ke”™
Polynémiale : kx" Polyndmiale du méme ordre : K,x" +K,_, X" +...+K; x! +K, x°

Polynémiale du méme ordre modulée:

Polyndmiale modulée: ke’ x”
eyx.(Kn XK, X K x Ko.xo)

. . kcoswx Sinusoidale : K_.coswx+ K sin wx
c s
Sinusoidale : = | :
sin wx
ke’ cos wx Ondulation modulée : ¢’* (K, cos wx + K sin @x)

Ondulation modulée :
ke sinwx

15.1. Fonctionnement de la méthode des coefficients indéterminés :

PROpEDURE : TROUVER LA SOLUTION SINGULIERE PAR LES COEFFICIENTS
INDETERMINES

1) Sila forme du second membre r(x) est dans la table, utiliser la forme y,(x) correspondant.

2) Sila forme y,(x) était déja aussi une forme solution de 1’équation homogéne associée, modifier y (x) en la
multipliant parx (parx? si ¢’était déja une solution double de I’équation homogene, par x>si ¢ était déja une

solution triple de 1’équation homogéne, par x*...).

3) Sila forme de r(x) est une combinaison linéaire des fonctions de la table, prendre pour forme de y,(x) une
combinaison linéaire des éléments correspondants.
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REMARQUE IMPORTANTE:

En général si une exponentielle simple de type e’* multiplie, soit un polyndme d’ordre limité, soit une
fonction sinusoidale, il est encore possible d’utiliser la méthode des coefficients indéterminés. Le terme exponentiel
ne laissera alors sa trace que par le coefficient supplémentaire . Autrement, le nombre de coefficients & déterminer

serait trop grand ou méme infini, ce qui détruit I’intérét pour la méthode, car on tombe alors dans la détermination
d’un trop grand nombre de coefficients d’une série.

EXEMPLE :

Soit a résoudre I’équation non-homogeéne suivante: y"+4y = 8x*

SOLUTION :
1) Trouver la solution homogéne :
Vy(x) = Acos2x+ Bsin2x
2) Identifier la forme de 7(x) et déduire la forme de la solution singuliére y, (x):
r(x) = k.x* - yo(x)= szz + lel +K0x0
3) Vérifier qu’une telle forme n’existe pas déja dans la solution homogéne :
Ce n’est pas le cas.

4) Déterminer les coefficients :

les dérivées successives :

ye(x)= szz +Kx+ K,
Vs '(x) =2K,x+ K,
¥, "(x) = 2K,

réintroduire dans 1’équation :
(2K,)+0+4.(K,x* + K x+K,) = 8x°
mise en facteurs de puissance :
(4K,).x* +(4.K))x+ (2K, +4K,) = 8x*

déduction des coefficients :

4K, =8 Ky=2
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I’expression de y,(x) :
v, (x)=2x* -1

5) Exprimer la solution générale :

La solution générale est simplement la somme des 2 solutions :

Y () =y, (X) + y, (x) = Acos 2x + Bsin 2x +2x° -1

EXEMPLE :

Soit & résoudre 1’équation non-homogeéne suivante: y"-3y'+2y=¢"

SOLUTION :

1) Trouver la solution de 1’équation homogene :

y"-3y+2y=0 (équation homogene associée)

A2 =31+2=0 (équation caractéristique associée)

les racines de 1’équation caractéristique sont :

j = 3+4/(3)2 —4x2 _,

2 (2 racines réelles)
J= 3-y(3)7 —4x2 .
= 5 =

Donc la solution homogéne est :
v, (x) = 4e** + Be*
2) Rechercher la solution particuliére :
identifier la forme de r(x) :
rx)=ke* — y,(x)=Ke"
3) Vérifier si une telle forme n’existe pas déja dans la solution homogene :

Elle y est déja . C’était une racine simple. Donc nous devons modifier la forme en le multipliant par x.

y,(x) = Kxe”
¥, '(x) = Ke* + Kxe*
v, "(x) = Ke* +(Ke" + Kxe™)

- page 3 -



Chapitre 15 Equations non-homogénes — méthode des coefficients indéterminés

4) Identification des coefficients :

réintroduire dans I’équation non-homogéne :
(2Ke" + Kxe*)—3(Ke" + Kxe*)+2(Kxe*) ="
mise en facteurs de puissance :
(2K -3K)e" +(K -3K +2K)xe* =¢*

et déduction des coefficients :

I’expression de ys(x) :
g (x) = —xe*
5) Exprimer la solution générale :

g (X) = 3, (x) + 3, (x) = 4e*" + Be* - xe*

EXEMPLE :

y'-2y+y=e'+x
Soit a résoudre 1’équation non-homogene avec conditions initiales suivantes : { y(0)=1

y'(0)=0
SOLUTION :

1) Recherche de la solution homogeéne :

On peut remarquer en utilisant 1’opérateur dérivée qui est un opérateur linéaire :

2
y'-2y'+y=0 & [di_lj y=0 & (A-1)*=0
X

équation avec opérateur dérivée équation caractéristique associée

Remarquez comment on passe de I’opérateur dérivée a I’inconnue A par substitution dans 1’équation caractéristique.

On trouve une racine double :
{4 =4 =1 (Iracine réelle double)
la forme de la solution homogene est donc :

v, (x) = (4 + Bx).e'*
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2) Recherche de la solution particuliére :
2-1) Identifier la forme de r(x) :
r(x)=e* +x - y.(x)=Ke*+Mx+M,
2-2) Vérifier si une telle forme n’existe pas déja dans la solution homogene :

Une telle forme existe déja et méme comme racine double, nous devons alors utiliser la forme suivante :
y,(x) = Kx*e" + M,x+ M,
2-3) Dérivées successives :

y,(x) = Kx?e" + M,x+ M,
v, '(x) = 2Kxe* + Kx*e* + M,
y, "(x) = 2Ke* +4Kxe" + Kx*e*

2-4) Réintroduire dans 1’équation non-homogene et mise en facteurs de puissance :
(2Ke" +4Kxe™ + Kx?e")—2.(2Kxe" + Kx*e* + M)+ (Kx*e* + M,x+ M) = e* +x
soit encore:
(2K +4Kx + Kx* —4Kx —2Kx* + Kx*).e* +(M,).x +(-2Mx+ M) =" +x

2-5) Déduction des coefficients :

K==

2
M, =1
My =2

2-6) Expression de la solution singuliére:

2
y‘y(x)zx?ex+x+2

3) Expression de la solution générale :
2
Vg (%) =y, (x) + ys(x) = A+Bx+7 e +x+2
4) Détermination de la solution particuliere :

4-1) Introduction des conditions initiales pour fixer les coefficients:
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2
01 [A +B.(0)+ %J O +0)+2=1
e

7, (0)=0 B=0

=-1
- |
(B+(0)).e"” +1+e(°).[A+B.(0)+%J =0

4-2) Expression de solution particuliére :
2

x
x)=|—-1|e" +x+2
Vp(x) [2 J

EXEMPLE :

Soit & résoudre 1’équation non-homogéne suivante : y"+2y'+5y =16¢* +sinx

SOLUTION :
1) Forme de la solution homogéne :

y"+2y+5y=0 (équation homogene associée)

A2 +24+5=0 (équation caractéristique associée)

les racines sont :

2
= —2+4/(2)* —4x5 Y

2 . S
(2 racines complexes conjuguées)
—2—4/(2)* —4x5 ,

la solution homogene est alors :

v, (x) =€ *(Acos2x+ Bsin 2x)
2) Forme de la solution particulicre :

2-1) Identifier la forme de r(x) :
r(x)=16e" +sin2x  —  y.(x)=Ke" +M_cos2x+ M, sin2x
2-2) Vérifier si un des éléments de y (x) n’existait pas déja dans la solution homogéne :

C’est non! Car bien que la forme sin2x existait dans la solution homogene,

elle était multipliée par un facteur e, ce qui la rendait différente!

2-3) Dérivées successives :
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y(x)=Ke" + M, cos2x+ M, sin2x
v, '(x)=Ke* —2M_sin2x+2M_ cos2x
v "(x)=Ke* —4M_ cos2x—4M sin2x

2-4) Réintroduction dans 1'équation non-homogene et mise en facteurs de puissance:

(K+2K'+5K).e" +(—4M,+4M +5M ).cos2x+(—4M; —4M_, +5M ).sin 2x =16¢” +sin x

2-5) Identification des termes :

P K=2
M, +4M =0 = Mc=—%
—AM,+M, =1 |
M, =+—
17

2-6) Expression de la solution singuliére:

yo(x) =2¢" —icosx+%sin2x

3) Expression de la solution générale :

Vo (¥) =y, () + y, (x) = ™" (Acos 2x + Bsin 2x) + 2" —%cosx+%sin 2x
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EXERCICE GUIDE I:

Résoudre I’équation non-homogéne suivante : y"+2y = 3x?

GUIDE DE SOLUTION I:

1) Rechercher d’abord la solution homogene :

(équation homogene associée): y"+( ) y'+( )y =0

(équation caractéristique associée): A° +( )A +( )A° =0

1-1) Trouver les racines caractéristiques :

Cas 1: 2 racines réelles

. Cas2 : 1 racine double
Il s’agit du cas . .. .(encercler le bon cas!)
Cas 3: 2 racines complexes conjuguées.

Cas 4: 2 racines imaginaires pures.

1-2) Ecrire la solution homogene correspondante (I’écrire avec les vrais valeurs données dans votre
probléme):

yp(x) =

2) Recherche de la forme singuliére de solution :

2-1) Identifier la forme de r(x) et prendre le y (x) correspondant:

puisque r(x)=
alors yo(x)=

2-2) Vérifier si la forme y,(x) n’existait pas déja dans la solution homogene :

- page 8 -



Equations différentielles

Oui, comme racine double, alors multiplions par X% ye(x)= xz.(
Oui, comme racine simple, alors multiplions par X ye(x)= xl.(

Non, alors on laisse tel quel (multiplions par xo) oy = xo.(

2-3) Exprimer les dérivées successives de y,(x) :

ys(x)=
¥ '(x) =
ys"(x)=

2-4) Réintroduire dans 1’équation avec second membre :

( )+( )-( )+( )-( )=

2-5) Mise en facteurs de puissance:

( )+( )-( )+( )-( )=

2-6) Identification des coefficients :

2-7) Expression de la solution singuliere:

Ye(x) =

3) Exprimer la solution générale :
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Chapitre 15 Equations non-homogénes — méthode des coefficients indéterminés

Ve (X) =y, (x)+y,(x) =

Si votre réponse est bien :

Ve(X)= Acos\/Ex+Bsin\/§x+%x2 -%

Alors tout est OK! Sinon ou c’est vous ou c’est le texte qui est incorrect! Discutons pour trouver ou nous
avons fait erreur dans notre démarche!
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Equations différentielles

EXERCICE GUIDE II:

y"+2y+5y=e"cos2x

Résoudre 1’équation non-homogéne avec conditions initiales suivante : 4 y(0)=1

V'(0)=2
GUIDE DE SOLUTION Ii:
1) Rechercher d’abord la solution homogene :
(équation homogeéne associée):  y"+( ) v+ ( )y=0
(équation caractéristique associée): 4> +( )A +( )A° =0

1-1) Trouver les racines caractéristiques :

Cas 1: 2 racines réelles

. Cas2 : 1 racine double
Il s’agit du cas . .. .(encercler le bon cas!)
Cas 3: 2 racines complexes conjuguées.

Cas 4: 2 racines imaginaires pures.

1-2) Ecrire la solution homogéne correspondante :

yp(x) =

2) Recherche de la forme singuliére de solution :

2-1) Identifier la forme de r(x) et prendre le y (x) correspondant:

puisque r(x)=

alors ye(x)=

2-2) Vérifier si la forme y (x) n’existait pas déja dans la solution homogene :
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Chapitre 15 Equations non-homogénes — méthode des coefficients indéterminés

Oui, comme racine double, alors multiplions par x> :  y, (x) = x>.( )
Oui, comme racine simple, alors multiplions par X ye(x)= x! ( )
Non, alors on laisse tel quel (multiplions par x”) : v, (x)=x.( )

2-3) Exprimer les dérivées successives de y,(x) :

ys(x)=
¥ '(x) =
ys"(x)=

2-4) Réintroduire dans 1’équation avec second membre :

3) Exprimer la solution générale :

Ve (X) =y, (x)+y,(x) =
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Equations différentielles

4) Trouver la solution particuliére :

4-1) Introduire les conditions initiales dans la solution générale et résoudre les coefficients :

7, (0)= { - {q -
- -
V' (0)=

4-2) Exprimer la solution particuliére :

Vp(x)=

Comparez ensuite avec le résultat suivant :

1 .
y,(x)=e " cos2x+ (% + Zx)efx sin2x

Si ¢’est identique, alors tout est OK! Sinon ou c’est vous ou il y a erreur dans ce texte! Regardons si nous ne
pouvons pas ramener votre solution a forme souhaitée ci-dessus!
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Chapitre 15 Equations non-homogénes — méthode des coefficients indéterminés

EXERCICES

Trouver la solution générale pour les équations non-homogénes suivantes avec la méthode des coefficients
indéterminés :
"+ 4y =3x°
y'-dy=e*
y"+6y'+9y =18cos3x
y"+6y'+9y =9cosh3x
y'—y'-2y=¢e"+x
y"-2y'-2y=¢€"sinx
Y42y 5y =5x% +x
(D*+D-1)y =cos2x

© No o owbd =2

Trouver la solution particuliére pour les équations non-homogénes suivantes avec conditions initiales, a partir
de la méthode d’identification des coefficients :

(D*-D-2)y=3¢**
9. {y(0)=-1
»'(0)=1

(D*-D-2)y=10sinx

b3
10. —)=-3
&)
yi(m)=-3
y"+y'=2y=-6sin2x—18cos 2x
11. {y(0)=-2
y'(0)=2
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

16. EQUATIONS NON-HOMOGENES : METHODE DE LA VARIATION
DES PARAMETRES

Cette méthode est plus générale que la méthode des coefficients indéterminés afin de trouver la solution
singuliére de 1’équation non-homogéne. La méthode des coefficients indéterminés était valide seulement lorsqu’on
avait affaire a des équations linéaires a coefficients constants. Cette méthode s’appliquera aussi lorsque les
coefficients seront non-constants.

L’idée consiste a partir des solutions de I’équation homogene y;(x) et y,(x) pour trouver y,(x) en appliquant

la relation suivante :

Vyr(x).dx +y y.r(x).dx

ys(x)=_yl' ' ] 2 [} ]
NV 2=V 1 NY2=YV1n

EXEMPLE :

soit a résoudre : y"+y =
COS X

SOLUTION :

1) Déterminer d'abord les solutions y,(x) et y,(x) (i.e. trouver la solution homogene y,(x)):

y"+y=0} {/11=+i {yl=cosx {y'1=—sinx
= = =

A2 +1=0 Ay =—i v, =sinx 'y =cosx

dés lors le Wronskien est :

cosx sinx
W= no n|_ ' -1
y'1 »'%| |-sinx cosx
2) Appliquer la méthode pour trouver la solution singuliére :
sin x. dx COS X. dx
¥, (x) =—cos x. J. clos Y tsinx. I clos X

y(x)=cosx.In |cos x| +x.sinx
3) Solution générale :

Ve () =y, (x)+y,(x) = (A+ln|cosx|).cosx+(B+x).sinx
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Chapitre 16 Equations non-homogeénes : Méthode de la variation des paramétres

16.1. Comment est-on parvenu a cette méthode ?

Ce serait Louis Lagrange' qui en ait eu I’idée. En effet, si la solution générale est :
In(x)=Cn(x)+ Gy, (x)
Alors en remplagant les coefficients par des fonctions (méthode de la variation des paramétres), on obtient :

s (%) = u(x).31 (%) +v(x).y, (x)
y'i=u'ytuy' |\ +viy,+vyh,

Si on continuait de dériver ainsi pour obtenir " , ce serait lourd. Or on doit remarquer que 1’équation
générale (non-homogeéne) n’impose qu’une seule condition sur le lien entre u(x) et v(x) . Alors que pour fixer u(x)
et v(x), il faut une seconde condition (systéme de 2 équations a 2 inconnues u et v). Dans le but de simplifier la
recherche, on peut imposer que cette condition supplémentaire soit :

u'y+v'.y, =0
11 s’ensuit que 1’expression de la dérivée seconde est alors plus simple.

Vs U TV,
y'=uy+0+vy,’

ye'"=uty ruy vy, vy, "
Et en réinjectant dans 1’équation générale :
(W' +uy "+ vy vy ")+ p(x).(uy vy, )+ g(0).(uy +v.y) =r(x)
soit :

u.(n "+ ()3 +q(x).y1) +v.(32 "+ p(xX).y; '+ q(x).y,) +u' y + vy, "= r(x)
=0 =0

Nous avons donc un systeme de 2 équations a 2 inconnuesu etv a résoudre :

BTN )

Y1 Vo

{u')’l vy, ' =r(x) W)=
1,V2) =

u'y +v'.y, =0

et si les solutions ), et y,sont indépendantes, le Wronskien est non nul. Il est donc possible de fixer un
couple unique de fonctions u et v:

" Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) était né a Turin en ltalie, d’une famille d’immigrants frangais. Il obtint son premier poste
d’enseignant a l’académie militaire de Turin a l’dge de 19 ans. Il migra ensuite a I’Académie de Berlin pour occuper le poste de directeur de
la section des mathématiques a 1’dge de 40 ans, et finit son périple a Paris en 1787. Il nous a laissé une ceuvre scientifique considérable:
méthode des isopérimétres, calcul des variations, analyse basée sur [’emploi des développements en série de Taylor, théorie des
approximations. 1l intervint également dans la thérie des nombres, en algébre, en mécanique des objets célestes. Il présida en 1790 a la
commission chargée d’instaurer un systéme des poids et mesures demandée par I’Assemblée Constituante.
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Equations différentielles

0 V2

u'= r(x) yh _ —')’2 -”(?'C) N U= J’2'-”(x)-vdx
N N Ny 2=V Nya2=rYi1)2
yhoyh
i 0
bor(x +y. F(x).dx

P )] ] r(J'C) o s yl‘r(X)'

BT ) NYaL2=Vi NWyaL2=Vi
yhoyh

d’ou la forme proposée de la solution :

. d. |‘ . d.
y ( ) yl.jyz r(x) X 7y N r(x) X

La forme de la solution pour y,(x) décrite n’est valable qu’a la condition qu’on utilise toujours la forme
canonique pour décrire 7(x) . Si la forme de I’équation générale n’est pas la forme canonique avec p(x), g(x) et
r(x), il faut refaire toutes les démonstrations. Je laisse cet exercice a ceux d’entre-vous qui se destinent a étre des

grands mathématiciens.

EXEMPLE

s , . . . 1
Soit a résoudre I'équation d'Euler-Cauchy non-homogéne suivante : x*y"—4xy'+ 6y = -
X

SOLUTION

1) Chercher la solution homogene:

Comme il s'agit d'une équation type d'Euler-Cauchy, c'est a dire a coefficients non-constants d'une forme
singuliére, posons 1'équation auxiliaire associée:

m?> +(@a-Dm+b=0 = m>+(-4-)m+6=0

Les racines de cette équation auxiliaire sont :

2
. :_(_4_1)+\/(—4—1) —4x6x1_

! 2
—(~4-1)—(-4=1)* —4x6x1

d'ou la solution homogéne (ici on est dans le cas de 2 racines réelles):

y,(x) = Cx™ + Cox™ = Cpx* + Cyx?
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Chapitre 16 Equations non-homogeénes : Méthode de la variation des paramétres

2) Recherche de la solution singuliere (par la méthode de variation des paramétres):

Puisqu'ici nous avons les 2 formes solutions yl(x)=x3 et yz(x)=x2, nous allons d'abord former Ie
Wronskien :

XX

3xr 2x

Yo ”n
"L

_ 4
=—X

W,y =

Puis la solution singuli¢re. Pour cette derniére il est important de savoir que l'expression développée dans la
méthode correspond a la forme standard de 1'équation. Puisqu'ici nous avons la forme d'Euler-Cauchy, soit
nous la transformons pour la ramener a la forme standard :

b,_r®

=7 2

uﬁv
y+—y+
X X X

soit nous développons l'expression particuliére a la forme d'Euler-Cauchy. Quoiqu’il en soit la forme de la
solution singuliére sera :

Yy (x).dx J‘ y.r(x).dx
J(X) == +,.
Vs (x) le T IRl

Il y a donc un facteur supplémentaire x? au dénominateur. C’est & dire dans notre cas :

xz(lé*}dx
n) == [ |

2 (=)

3) D’ou la solution générale :

2 (=)

=—x —+x
X8 x7) 7 6

XS[:‘*jdx_ sfde o fde axT ,x0
"Ry B

—4
X
Vg (¥) =y (0) +y,(x) = Cx° + Cyx’ Y

EXERCICE GUIDE: EQUATION NON-HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS

y"+2y+5y=e"cos2x
Résoudre I’équation non-homogéne avec conditions initiales suivant : § y(0)=1

Y(0)=2
SOLUTION GUIDE:
1) Rechercher toujours et d’abord la solution homogéne :
(équation homogene associée):  y"+ ( )y'+( )y=0
(équation caractéristique associée): A° +( )A +( )A° =0
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Equations différentielles

1-1) Trouver les racines caractéristiques :

Cas 1: 2 racines réelles

. Cas2 : 1 racine double
11 s’agit du cas . ., . (encercler le bon cas!)
Cas 3: 2 racines complexes conjuguées.

Cas 4: 2 racines imaginaires pures.

1-2) Ecrire la solution homogéne correspondante :

y(x)=

2) Recherche de la forme singuliére de solution (par la méthode de variation des paramétres):

Wy, )= ‘E

~
~ o~

Y J( )( )dx

ys(x) =~(

3) Exprimer la solution générale :
Ve (x) =y (%) +y,(x) =

4) Trouver la solution particuliére :

4-1) Introduire les conditions initiales dans la solution générale et résoudre les coefficients :
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Chapitre 16

Equations non-homogénes : Méthode de la variation des paramétres

Vg (0)= N { = N {Cl =
Ve (0)=

4-2) Exprimer la solution particuliére :

Yp(x)=

Comparez ensuite avec le résultat suivant :

y,(x)=e " cos2x+ (%+ lx)e_x sin2x

Si c’est identique, alors tout est OK! Sinon ou c’est vous, ou il y a erreur dans ce texte! Regardons si nous ne
pouvons pas ramener votre solution a forme souhaitée ci-dessus!
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Equations différentielles

EXERCICES

Trouver la solution générale pour les équations non-homogénes suivantes avec la méthode de variation des
paramétres :

1. y"+4y=3x".
2. y'-dy=e".
3. y"“+6y+9y=18cos3x.
4. »"+6y'+9y=9cosh3x.
5. y"-y'-2y=e"+x.
6. y"-2y'-2y=¢'sinx.
7. y'4+2y+5y=5x"+x.
8. (D*+D-1)y=cos2x.
9. y+4y= .
cos2x
10. y"+6y'+9y =18cos3x.
M. y'+y=—-.
sin x
2x
12. y"-4y'+5y=——.
sin x

13. y"—4y'+4y=e"(3x"+2).

—3x
14. y"+6y'+95y=8j
x“+1
15. (D> +9)y = )
cos3x

X

16. (D*+2D+2)y =

CoS™ X

Trouver la solution particuliére pour les équations non-homogénes suivantes avec conditions initiales, a partir
de la méthode de variation des paramétres :

(D*-D-2)y =3e*
17. {y(0)=-1
y'(0)=1

(D* -D-2)y=10sinx

b3
18. Zy=23
y(z)
yi(m)=-3
y"+y'—2y =—6sin2x—18cos 2x
19. y(0)=—2
y'(0)=2

La plupart des problémes sont les mémes que pour la méthode des coefficients indéterminés, ce qui permet
de juger par vous-méme celle qui est la plus commode pour vous, puisqu'il s'agit d’équations a coefficients
constants.
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Chapitre 16 Equations non-homogénes : Méthode de la variation des paramétres

A présent voici des équations d'Euler-Cauchy non-homogeénes, trouver la solution générale par la méthode de

variation des parameétres (on vous conseille avant de vous tromper, de remettre 1'équation dans la forme canonique de
résolution, c'est a dire ramener le facteur de y"al):

20.
21.

22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

xzy"—ny‘-i- 2y =x*

12
4x2y"+ 4xy'—y= -

(x*D* —4xD+6)y =—7x" sinx
(x*D*—D)y =e"(x+3)
(x*D* —=2)y =9x?

QUESTIONS & PROBLEMES

Pourquoi dans cette méthode de variation des paramétres, on ne se préocccupe plus du tout de 1'histoire de
dégénérescence des solutions, alors que dans la méthode des coefficients indéterminés, il fallait parfois multiplier

par x ou x” si on trouvait cette forme dans la solution homogéne?

Pourquoi a t'on introduit la résolution des équations d'Euler-Cauchy non-homogénes par la méthode de variation
des paramétres alors qu'on ne I'a pas fait avec la méthode des coefficients indéterminés?

Qu'arrive-t-il si on ne remettait pas les équations d'Euler-Cauchy non homogeénes sous la forme canonique, avant
de résoudre pour trouver la solution singuliére?

Développer votre propre formalisme pour résoudre 1'équation d'Euler-Cauchy non-homogeéne dans la forme
canonique suivante : x* y"+axy'+by=r(x).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

17. APPLICATION DES METHODES DE RECHERCHE DE LA
SOLUTION SINGULIERE AUX SYSTEMES MECANIQUES EN
TRANSLATION ET AUX SYSTEMES ELECTRIQUES.

17.1. APPLICATION: le systéme de suspension d’une automobile :

La loi des nceuds nous dit que la concurrence de toutes les forces en un point de donné est nulle. Ainsi au
point d’attache entre le chassis de la voiture (a ’intérieur de la carrosserie, sous le capot du moteur) et le systéme de
suspension, nous avons différentes forces qui s’exercent :

F = f(x) (force du balese qui s'est jeté dans l'automobile - i.e. l'input).
F,=m.y" (force de contre-réaction par la masse d'inertie de l'automobile).
F. =cy"' (force de contre-réaction par le frottement de l'amortissseur proprement dit).

F, =ky  (force de contre-réaction par le ressort a boudin).

il

Graphe linéaire associé
L’équation des forces (I’équivalent de la loi des courants de Kirchoff) nous permet d’écrire :
F,+F. +F, =F
d’ou I’équation du second ordre a résoudre :
my"+cy'+ky=f(t)

Tout dépend évidemment du type d’input. Si le balése impose une oscillation sinusoidale (ou encore que le
chemin comporte des nids de poule en forme sinusoidale) :

f@®)=F ,coswt
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

PROBLEME MODELISE-NORMALISE:

. . \ . . c k F
I1 s’agit donc de résoudre le systéme non-homogene suivant: y"+—y'+—y =—>cosw¢
m

SOLUTION :

1) Déterminer la solution homogene :

n c ' k
y'+—y+—y=0
m m

- 2 2m
pEILI SR e (cj2_4(kj
m.m 4= m m m) —c—~c*—dkm
2 2m

d’ou I’expression de la solution homogeéne :

N —4km > —4km
+ t

c
- - t
v () =Cet +Cye™ = 2m | Ce 2 +Cpe

2) Solution singuliere :

Etant donné que 1’équation ne comporte que des coefficients constants, on peut y aller au plus court par la
méthode des coefficients indéterminés :

F .
r(x)=—%coswt — y,(x) =K, coswt+ K, sin wt
m
pour déterminer les coefficients K, et K, il faut dériver la forme de y, (¢) :

y,(t) =K, coswt+ K sin wt
. '(t) =—wK_ sin ot + WK cos wt

v, "(t) = -0’ K, coswt —w* K, sin ct

et le réinjecter dans 1’équation générale :

. c . k . F,
(—0*K, cos ot — w* K sin o)+ —(—wK, sin ot + oK cos ot) +— (K, cos wt + K sin o) = —2cos ot
m m m

c’est a dire aprés mise en évidence des facteurs de puissance

c k c k . E
(—0*K, +—wK +—K,).cosot + (-0’ K, —— oK, +— K )sin ot = —%cos ot
m m m m m

Nous avons donc un systéme de 2 équations a 2 inconnues a résoudre en K, eten K| :
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Equation différentielles

K - (k —ma?*)
(k—mo*) K, +(cw).K, =F, N T k= mw)? +(cw)?
(—cw).K, +(k—ma*) K, =0 K = (cw)

? (k—ma*)? +(cw)?

et en posant : @, = \/z (on verra en physique qu’il s’agit de la fréquence de pulsation libre du systéme, i.e.
m

sans entrée forcée). On peut alors exprimer les coefficients d’une fagon plus élégante :

F 2 2

¢ .
m 2 212 Cc 2
(0, —o7) +(;w)

C
K, =—2 mn

N *
m 2 22 c 2
(0, —7) +(;w)

Et la solution générale sera alors la somme des solutions homogene et singuliére. Mais avant d’en arriver 14, il
faut discuter des cas possibles des racines de 1’équation caractéristique. Car il se peut que la solution singuliére existe
déja dans la solution homogene, Auquel cas il faut modifier (on dit lever la dégénérescence) dans la solution
singuliére.

Cas 4-H + 1-P : p(x)=0 (pas d’amortisseur du tout) et input o+ o, = \/z :
m

4-H signifie le cas 4 pour la solution homogeéne et 1-P signifie pas de dégénérescence a traiter pour la solution
singuliére. En fait, cela se traduit par I’absence totale de frottement par I’amortisseur (Ca m’a cotité $$$ pour les faire
changer @« /% @*&!), et que la pulsation imprimée @ par le balése ne correspond pas a la pulsation propre

[k . A s
w, = ,|— de I’automobile. Dans ce cas 1’équation générale est :
m

ﬁ Fréquences
différentes

F
y"+0+a)02y =—2cos wt
m

Des lors, on a pas de probleme de dégénérescence a traiter puisque la solution homogeéne est :

. /k |k
y,(t)=Acosw,t+ Bsinw,t = Acos,[—t+ Bsin, |[—t
m m

alors que la solution singuliére sera :

) (O )
) F M) " )
y,()=K, coswt+K,sinwt =—= (@, )0 cos wt + n sin @t
(@) -0’ +(—w)’ (@, —0*) + (- w)’
m m

Le net résultat est une oscillation combinée de 2 ondes sinusoidales a pulsations différentes :
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

. E 1
Yo @)=y, () +y, ()= Acosa)ot+Bs1nw0t+—".ﬁcosa)t
m (@, =)
F 1
= Ccos(@,t —0)+—>.—————cos ot
m (@, - ")

On s’apergoit par passage a la limite, lorsque que @ — @, , que 1’oscillation va en augmentant, on atteint alors

la fréquence dite de résonance, et ’amplitude devient trés grand (C’est a ce moment 1a qu’on débarque de la
route.. @# ! C’est pour cela que j’ai dG changer mes amortisseurs @# !).

0)=0 ) _—
Dans le cas tres particulier ou les conditions initiales sont : { y'EO; 0’ alors la solution particuliére est :
y —
F 1 F, 1
yp()= ——”.ﬁcos(a)()t -0° ) +—-.—————cosax
m (CUO_CU) m (CUO_CU)
—_— o pa—
= —m(a)2 e (coswr —cos w,t)
o
Et en remaniant par relation trigonométrique :
2F, . [ 0+o, . [o-o
y,(t)= > sm( ”thsm[ Ojt
m(w, — @) 2 2
w()

11 s’agit alors d’une oscillation sinusoidale de pulsatlon[ j (fréquence porteuse), modulée par une autre

_w()

oscillation de pulsation ( @ j (fréquence de modulation).

CAS 4H + 2-P : p(x)=0 (pas d’amortisseur du tout) et v=w, = \/Z :

m

C’est le cas précis ou le balése imprime une pulsation identique a la fréquence propre (fréquence de
résonance) de la voiture. L’équation générale devient : -
Fréquences
identiques
2

F,
y'+0+ «;@s w,t
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Equation différentielles

Dans ce cas il y a une dégénérescence a lever. Il faut donc poser :

y()=t(K, cosw,t+ K sinw,t)
y'(t)=—w,t.(K,sinw,t — K, cosw,t)+ (K, cosw,t+ K, sinaw,t)

v, "(t) = —w’t.(K, cosw,t + K, sinw,t) + 2@, (K, sinw,t — K cos a,t)
on réintroduit ces expressions dans I’équation générale pour déterminer K, etk :
—a)ozt(Kc cosw,t+ K sinw,t)+2w,(K,sinw,t — K, cosw,t)+ wozt(Kc cos@,t+ K, sinw,t) = %cos w,t
Soit par la mise en facteurs de puissance :
(~0*tK, +20, K, +w’tK,).cosa,t+ (-0 tK, 2w, K, +0’t.K,).sinw,t = %cos w,t

d’ou on identifie les coefficients de la solution singuliére:

F K. =0
20, K, =—=

m = K = F, F,
2w, K, =0 S 2me, 2Jkm

Et la solution singuliére est alors :

F
v (t)=—F=t.cosw,t

2N km

d’ou I’expression de la solution générale :

o

2Jkm

Ve () =y, (1) +y (1) = Acos@,t + Bsin @, + t.cosm,t

Ainsi au fur et & mesure que le temps passe 1’oscillation s’amplifie a cause de la variable? (Devinez ce qui
arriva au balése et au conducteur qui lui donna ce lift ?).
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

CAS 3:il y a un sous-amortissement ¢* < 4km :
Dans le cas ou il y a un coefficient d’amortissement ¢ # 0 (¢ > 0 ) alors notre forme solution devient :
-4 +i 4k2":n_02 t —i Vdm—c? t - \4km — (:2 N 4km — (32 ;

+Che M =e 2 | Acos| ——— |t+ Bsin
m 2m

= eiﬁthos(w*t—H)

2
Il s’agit donc d’une onde sinusoidale de pulsation w* = k—(ij modulée par une exponentielle
m \m

c
décroissantee 2" . Aprés un certains temps qu’on appelle le régime transitoire, vient le régime permanent ou
toute oscillation propre au systeme (@*) a disparu. Ainsi si votre voiture fait quelques oscillations apres avoir pris
une bosse unique, c’est que vos amortisseurs sont usés. Mais attention la voiture continue quand méme a faire des
siennes si 1’input forcée n’est pas une bosse unique. Ainsi si la balése continue a faire osciller la voiture a une
pulsation @ , cette pulsation se retrouve dans la solution singuliére et non pas dans la solution homogéne, de sorte que

dans la solution générale, le régime permanent ne comporte plus que la solution singuliere.

I1 est tentant d’associer le régime permanent a la solution singuliére uniquement, mais il faut éviter cette
association car il se peut que la solution homogene subsiste, comme c’était le cas lorsqu’on n’avait aucun
amortisseur, et on avait alors une double fréquence d’oscillation, celle @ imposée par le balése et celle @, propre au

systeme !

Acdyz Yldnar el

T |

17.2. Les courbes d’amplitude et de phase (vers les diagrammes de Bode):

Au lieu de regarder tous les cas possibles une a une et d’exprimer leur solution, nous pouvons faire une
analyse plus globale en fonction d’un type d’entrée forcée singuliére : I’entrée sinusoidale. Ainsi si nous regardons
uniquement 1’amplitude C * ou la phase 77 de la solution singuliere y, (¢) :

V(1) = Acos ot + Bsin ot = C *cos(wt —17)

Nous observons, dans le cas de notre systéme amortisseur pour automobile, que :
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Equation différentielles

Cx=\A*+B = fo

\/m2 (0 - a)g)2 +w*c?

1] = arctan (Ej S
A) m(w* -w])
. , . . CF 1 .
Ce qui nous permet de dresser les courbes d’amplitude réduite — = en fonction de la

Fy \/mz(wz —wp)? + o’ c?

fréquence sinusoidale de I’input  :

condition d'existence d’un extremum :

11 suffit de dériver I’expression et chercher a savoir, pour quelle fréquence de 1’input, la dérivée s’annule :

Jd [C*) Lo o 20 20\ h(y 2 2 9 2\ _
Q(TOJ_O PN —E(m (@ -} ) +w’c ) (2m (@0 —}) 20+ 2w.c )_0

c’est-a-dire qu’il faut qu’on ait :

2m* (@0* —wg)+c* =0
I’extremum n’existe donc que si :

2m*e’ = 2m2w§ ~c?

or comme le membre de gauche est positif, il faut donc que ’on ait :

2m2a)§ —c?>0

2
2m? [\/ZJ —?>0
m
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

C’est a dire :
c* < 2km
et cet extremum vaut alors:
C*(Opax) _ 2m
£y c\/ 4m2w§ ~c?
il suffit pour cela de remplacer @ par @, =2mzzw#dans I’expression de I’amplitude réduite C;(w) .
m 0

Voici les courbes de phase correspondantes :

4’&
T T

17.3. APPLICATION: excitation sinusoidale d’un circuit RLC:

Considérons un circuit RLC série suivant :

R
My
Eify N
L
T e Y
excité par une tension sinusoidale :
E@)=E,sinwt (forme de la force électromotrice)

Les équations d’éléments étant :
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En(t)=Ri(?) (d.d.p. développé aux bornes de la résistance).
E ()= L% (d.d.p. développé aux bornes de la self-inductance).
E (1) =% ji(t)dt (d.d.p. développé aux bornes du condensateur).

L’équation des mailles (loi des tensions de Kirchoff) nous dit que la somme des tensions le long d’un parcours
fermé doit étre nul, c’est a dire que nous devons avoir :

ER(D+E () +Ec(1) = E)
d’ou I’équation a résoudre :

Ri(6)+ L%i(r) J% j i(t).dt = E, sin ot

C’est une équation du second ordre, pour la mettre en évidence sous forme canonique, il suffit de dériver
I’équation :

o

d% Rdi 1 . Ewo
—_—t——t—1= cos wt
di* Ldt LC L

On rappelle que pour ceux qui sont plus familiers avec la mod¢lisation en mécanique, qu’il suffit d’utiliser la
table de correspondance entre systéme mécanique et systéme électrique (voir au chapitre 15).

PROBLEME MODELISE-NORMALISE:

. . . R., 1  Ew
Soit donc a résoudre : "+ —i'+——i =—2—coswt
L LC

SOLUTION :

1) Déterminer la solution homogéne :

et la forme de la solution dépend de chacun des cas suivant la valeur des éléments physiques R, L, et C :

Cas 4-H : (R=0) (systéme non amorti) (2 racines imaginaires pures):

c 1 .
i —— i.

+ t it
i,(t)=Ce V€ +Cre VIC = fcosw,t+ Bsinw,t = Ccos(w,t—5),)
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

Cas 1-H: (R#0 et R* —%L >0) (systéme sur-amorti) (2 racines réelles 4, et 1,

distinctes) :

—re |R2-AL -R- /szﬂ
N C N C

2L ' 2L
i,(t)=Ce +Cye

Cas 2-H: (R#0 et R? —%: 0) (systeme amorti-critique) (1 racine réelle double) :

-R -R = ot

— |t — |t
i (t) =Cle( ZLJ +C2t.e( ZLJ ou encore i, (f) = CjeVEC +Cyt.eVLC

-t -t

Cas 3-H:(R#0 et R’ —4% <0) (systéme sous-amorti) (2 racines complexes

conjuguées) :

—R+i. ,4£—R2 —R—i. ,4£—R2
__Nc __Vc

.l
2L 2L -R
— |t 2 2
0= G v ) O e ey

2) Solution singuliére :

Etant donné que ’équation ne comporte que des coefficients constants, on peut y aller au plus court par la
méthodes des coefficients indéterminés. Cependant la solution singuliere dépend toujours de ce qu’il y a déja dans la
solution homogene :

Cas1-P: (wzw, = (pas de dégénérescence)

)
NLC

Ce cas se présente lorsque nous partons des cas 1-H, cas 2-H, cas 3-H pour la solution homogéne ou bien

encore du cas 4-H, mais uniquement lorsque l'entrée forcée, bien que sinusoidale, n'a pas une pulsation @ qui soit

1
NLC

identique la pulsation propre (ou caractéristique) @, = du systéme. Dans ce cas le choix de la forme de i (¢) est

simple :

Ew

r(t) = L

coswt — i,(t)=K,coswt + K sin ot

pour déterminer les coefficients K, et K, il faut dériver la forme de i, (¢) :
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i,(t) =K, coswt+ K sinwt
i,'(t) =-wK, sinwt + WK cos wt

i,"(t)= —a)ZKC coswt — a)ZKS sin wt

et le ré-injecter dans I’équation générale :
2 2 . R . 1 . an)
(—w°K, coswt—w K, sinwr) +f(_wK” sinwt + @K coswr) + E(Kc coswt + K sinwt) = TCOS wt

C’est a dire aprés mise en évidence des facteurs de puissance :

R 1 R 1 . E
(-0’K, +za)KS +EKC).cos ot +(—0* K, ——wK, +—K)sin ot = zw cos wt

Nous avons donc un systeme de 2 équations a 2 inconnues a résoudre en K, et K :

K + R ok + Lk B2
L - LC L
~-0’K, —ﬁch +LKS =0
L LC
soit :
E,w Rw
Jr_i
L L
1 2 1
0 —w = _@?
‘- LC _Eo Qe
“ : Rw L 1 22 Ro,
—— + — 0" ) +(—
T I (LC ) (L)
1 2 Row E w Rw 1 2
—— K, +(—)K, =—2 - -
eI PR =T 1o
Rw 1 2 1 » —-Eow
~ 2K, +(——-w?)K, =0 gt ThR?
( L) (LC ) LC L
Rw Rw
" Eo )
K= A e
B 1 5 Rw L 212 ON)
c ? L o™ @)+
Rw 1 2
- ——w
L LC

et en multipliant le numérateur et le dénominateur par — on exprime de fagon plus élégante les coefficients K,
w

etK
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

LN 2 _ b
Ke=E, (D7 e );(‘”) —=E, (Lwlc‘”)
252 (V) _ N 2
((LC_w) +(T) Jx(a)) (Lo Ca)) +R
Rw L
(—)x(=)
K, :Eo(%) 1 L R‘Z) —=+E, fe
2,2 2 _ L p
((LC_w) +(T) jx(a)) (Lo Ca)) +R

Dans un cours plus particulier aux circuits électriques, la partie (La)—c—j = S est appelée la réactance. D’ou
w

I’expression standard des coefficients :

Ko =-E,-3 > 2
S“+R
K, =+E,— R 3
S“+R
Et la solution singuliére s’écrit alors :
(1) =K coswt+ K sinwt = —E, ————coswt + E, 5 sin ot
S“+R S“+R
si on pose :
K, =-E,— S > =-1,sind,
S“+R
R
K =+E,———=+I,c080,
S“+R
I’expression de la solution singuliére s'écrira plus simplement :
S R E E
1, =\/(—Eo ) HE, ) ===
S?+R S?+R s2+r2 |7
ij(t)=1,.sin(@t-J,)  avec (-E S )
’ 8% +R? S
0, =arctan| ———=—T=— |=arctan| —
P R R
E, 5 )
S“+R

|Z | =/S? + R? est appelée I'impédance du circuit face a la pulsation forcée @ . Et la solution générale est

selon le cas de la solution homogeéne:

i (t) =i, (1) +i5(t) = C cos(@,t = 5, ) + I, sin(@t — 5;)
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ou iy (1) =iy (t)+i,(t) = Cre +Cye +1, sin(wt - 6,)

ou iy (1) =iy () +i,(t) = CieVEC +CyreVEC 41, sin(wr - 8,)

() 1 R
ou i, (1) =i, (1) +i,(t) =e***/ Ccos E—Et—é‘h +1, sin(wt —6,)

Cas 2-p:(w=0,= % ) (dégénérescence simple) (R=0) :

Attention : il faut tenir compte que 1’input étant une sinusoide pure, la seule fagon d’avoir une dégénérescence,
c’est que la solution homogeéne soit aussi une sinusoide pure, c’est a dire que seul le cas 4-H doit nous mener au cas
2-P. A cause de la forme sinusoidale de I’input, on ne peut avoir de cas de dégénérescence plus élevée. Ainsi seul le
cas 2-H peut nous mener au cas 3-P mais a condition que I’input soit aussi un exponentielle décroissante.

E,o .
r(t) =%cos w,t — i,(t)=t(K, cosm,t+ K sinw,t)
pour déterminer les coefficients K. et K, il faut dériver la forme dei (¢) :
i;(t)=t(K,cosw,t+ K sinw,t)
i,'(t)y=—w,t.(K, sinw,t — K cosw,t)+ (K, cosw,t + K sinw,t)

i,"(t)= —wft.(Kc cosw,t+ K, sinw,t)+2w,.(K, sinw,t — K, cosw,t)

on réintroduit les expressions dans 1’équation générale pour déterminer K, et K| :

(—wlt(K, cosm,t+ K, sinw,t)+ 20, .(K, sinm,t — K, cosm,t))+ o (1.(K, cosw,t + K, sin@,1)) = —2—2cos o), t
Soit par mise en facteurs de puissance :
2 2 2 2 . _ L0,
(—wtK, +2w, K, +w,t.K, ).coswt+(—w,t.K, —2w, K, +w@,t.K,).sinw,t = cos @, t

d’ou on identifie que :

. K, =0

za)o 'KS = Oa)() E(] E()w(] EO a)(]

2w, K, =0 2L Z\F 12,]
C

et la solution singuliére est alors :
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Chapitre 17 Application des équations non-homogenes aux systémes physiques

. E, .
i,(t)=—===m,t.sinw,t
2|z

o |

|ZO| = ,|— est appelée 1'impédance caractéristique du circuit. La solution générale est alors:
C

E
ig (1) =1, (1) +i,(t) = C cos(@,t — 8, ) + 2 D,t.SIn W, t

21z,

Ou, plus explicitement en fonction des composantes :

S r E, . t
zg(t)—Ccos[—\/R 5hj+2L.S1n[\/R]

Cas 3-p : (dégénérescence double) (R#0 et R* —%L =0):

Ce cas ne peut se présenter que lorsque nous partons d'une racine double pour la solution homogene, c'est a
dire du cas 2-H. Mais alors, il faut aussi que I'entrée forcée soit aussi une exponentielle décroissante de la forme:

—t —t
E o = .
ry=Le L oIC ()= Ke'IC

L JIC

et alors la solution générale serait :

-t —t

i (1) =iy () +i,(6) = CeVEC +CyteVEC 41, sin(wr —6,)
Cependant un tel cas ne peut se présenter lors d'une excitation sinusoidale d'un circuit de second ordre.

EXEMPLE PRATIQUE:

Soit a résoudre le cas pratique ou la source d’énergie est :
E(1) =110v2 cos(27.60) ¢ Volts
avec la valeur suivante des composants :

R=100Q (Ohms)
L=0,1H (Henrys)
C=10"F  (Farads)

Et les conditions initiales sont telles qu’il n’y avait aucune énergie stockée, ni dans la self-inductance
(1,(07)=0), ni dans le condensateur (V-(07)=0)
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SOLUTION :

1) Solution homogene :

. o L
A cause de la valeur des composants, nous sommes situés dans le cas 1-H: R#0 et R? _46 >0. La
solution homogene est alors constituée de 2 exponentielles décroissantes :

R+ /1%2—4£ —-R- ,R2—4£

2L 2L
i,(t)=C,.e +Cye =Ce "+ Cy e

2) Solution singuliére :

Comme la solution homogéne comporte 2 exponentielles décroissantes et que la forme de (¢) est sinusoidale,

il n’y aura pas de probléme de dégénérescence a traiter. Aussi la forme de la solution singuliére sera :

1
E Lo——

i,(t)= 2 .sin| @t —arctan TCCU =1,463.sin(377.t—0,34). Amperes

I 2, 2
Lo——) +R
\/( Cw)

pour tout t >0
3) Solution générale :
i, () =i, (O +i,(t) = Cr.e”""" +Cye” +1,463.5in (377t - 0,34)
4) Solution particuliére :

Ce que nous devons savoir ce sont les valeurs initiales 7/(07) =?et 7'(0")=? a partir des conditions initiales
données : [;(07)=0 et V-(07)=0, car I’expression de la solution générale n’est valide qu’a partir de I’instant
t=0".

Pour déterminer /(0*) nous savons qu’il s’agit du méme courant qui traverse la self-inductance. Or la
physique de la self-inductance montre qu’il ne peut y avoir de variation instantanée de courant au travers d’une self-
inductance, de sorte que :

101 =1,(0)=1,(0)=0 =  I(0")=0

Pour déterminer /'(0%) , il faut le déduire a partir de I’intégration de 1’équation entre =0 et =0" comme

suit :
=0 =0 42 = #=0"
R [iwat | d_zl'dHE [ioa= | Eocosord
t
1=0" 1=0" 1=0" =0

Soit :
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. e . R 1 - . —o
R[i(01)=i(07) [+ L[i'(0")=i'(0 )}.+E.[Q(o+) —0(0) | = E, [sin ]|’
Comme la fonction sinus est une fonction bornée, le second membre est nul.

. t=0" _
[sinwr]_,- =0

De plus nous savons que physiquement la variation de charge d’un condensateur ne peut subir de discontinuité
donc :

0(0")=0(0")
Finalement comme i(¢) doit étre continu, nous aurons :

i(0")=i(07)
c’est & dire que nous nous retrouvons avec :

0+L.[i‘(0+)—i'(0_)J +0=0
comme'(0”) =0, ceci qui nous permet de conclure sur la valeur initiale :
i'0Y)=0

Nous avons a présent tout en mains pour déterminer la valeur des coefficients :

i'(0%) = =10C, —990.C, +1,463x377xcos(377x0—0,34) =0 {q =-0,042
j—
i(0")=C, +C, +1,463xsin(377x0-0,34) =0 C, =+0,526

D’ou la solution particuliére :
i,(1)=-0,042.¢'% +0,526.e" +1,463.sin (377 - 0,34)

Les composantes exponentielles disparaissent aprés un certain temps et il ne subsiste que la composante
ondulatoire forcée par I’input : c’est le régime permanent.
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EXERCICES

Trouver I’expression du courant en régime permanent pour les cas du circuit RLC série suivant :
1. R =2O0Ohms, L =1Henry, C =0.5 Farad, £ = 25sin¢ Volts.
2. R=80hms, L =2Henrys, C= 107% Farad, E = 425.sin 4t Volts..
3. R=40hms, L=1Henry, C = 2.107* Farad, E = 220.U(¢) Volts.

Trouver ’expression du courant en régime transitoire pour les cas de circuit RLC série suivant :

4. R =400hms, L=0.5Henry, C =1/750 Farad, £ =50sin¢ Volts .
5. R =200hms, L =5 Henrys, C =0.01 Farad, £ =425sin4¢ Volts.

6. R=100hms, L=0.1Henry, C =1/340 Farad, E = ¢ (169.9sin —160.1cos¢) Volts

Trouver les solutions particuliéres pour le cas des circuits RLC série suivants, sachant que le courant initial
dans la self, ainsi que la charge initiale dans le condensateur sont nuls :
7. R=80O0hms, L =10 Henrys, C =0.004 Farad, £ = 240.5sin10¢ Volts.
8. R=8O0hms, L =2 Henrys, C =0.1Farad, £ =10.U(¢) Volts .
9. R=3O0Ohms, L =0.5Henry, C =0.08 Farad, £ =12cos 50z Volts .

Trouver I’expression du courant dans les circuits résonnants LC suivants (en réalité, les circuits électriques
réels comportent toujours une résistivité résiduelle que 1’on a négligé) :
10. R =0Ohm, L =10 Henrys, C = 0.1 Farad, £ =10¢ Volts.
11. R =0O0hm, L =2 Henrys, C =50 uFarad, E =110.U(¢) Volts .
12. R =0 Ohm, L =2 Henrys, C = 50000 gFarad, E =220sin(4¢) Volts .

13. Trouver ’expression de la charge dans le condensateur en intégrant a partir de I’expression du courant obtenu
pour I’exercice 11, puis en vérifier en partant de 1’équation directe pour la charge.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

18. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE N>2

18.1. Cas général d’une équation non-homogéne

De facon générale, une équation différentielle linéaire d’ordren s'écrit de la fagon suivante:

Yy 4P ()" 4+ P YD+ B Y P (0) )Y =r(x) avec yP = {aa—l]y
x

Une solution de cette équation est une fonction y, (x) qui seraitn fois dérivables sur un intervalle ouvert I

non-nul, et qui substitué a y , satisfait cette équation sur tout ’intervalle 1.

Cependant pour trouver cette solution, nous devons procéder selon la régle habituelle, c'est a dire commencer
par résoudre I'équation homogene associée pour trouver la solution dite homogéne ou complémentaire.

18.2. Cas de I'’équation homogéne

L'équation homogéne associée est :

Y+ P ()" 4+ B ()Y + B(x)y? =0

THEOREME : PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Dans une équation homogene, toute combinaison linéaire de fonctions solutions est aussi solution de cette
méme équation homogene.

DEMONSTRATION :
Il suffit d’étendre la démonstration faite pour les équations homogenes du second ordre, a plus que deux

fonctions solutions. Cette démonstration est donc laissée aux soins de 1’étudiant (a faire avec au moins trois fonctions
solutions).

DEFINITIONS :

La solution générale de I’équation homogéne est une combinaison linéaire des n formes solutions y,,......, ¥,
toutes linéairement indépendantes :

-page 1 -



Chapitre 18 Equation différentielles d’ordre n>2

Lorsque les fonctions y,.....,y,sont tous linéairement indépendants, on dit que I’ensemble

{»s--esrs v, tforme une base de solutions.
Attention : La forme des y,,......,», exige l'évaluation d'intégrales si les coefficients P,_; (x),..., F (x) ne sont

pas tous réduits a des constantes. Pour cela vous devez trouver une premicre forme solution, les autres formes
solutions seront ensuite déduites par la méthode de variation des parametres pour la solution homogéne.

18.3. Probléeme avec conditions initiales

Un probléme avec conditions initiales consiste en une équation différentielle homogéne ou non-homogene
d’ordren et de n conditions initiales comme suit :

y(”) +P_ (x).y("fl) +...+ P(x) .y(i) +..+ P (x) .y(l) +H)(x).y(0) =r(x)
39 (0) = K,

Y0 =K,

THEOREME : EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Si les fonctions P,_; (x),..., B (x) sont toutes continues sur un intervalle ouvert I, alors il existe au moins une
solution non-nulle qui est la solution générale y, (x). Si de plus le probleme posséden conditions initiales, alors il

existe un solution unique y, (x) sur cet intervalle L.

DEMONSTRATION :

Pour prouver I’existence, comme pour les équations du second ordre, il faut se référer au livre « Ordinary
Differential Equations » de E.L. Ince, Dover, 1956.

Pour prouver 'unicité, se référer a I’annexe du chapitre 13.
EXEMPLE : L’EQUATION D’EULER-CAUCHY D’ORDRE 3
Soit a résoudre le probléme avec conditions initiales suivant :

x3y(3) - 3x2y(2) + 6x.y(1) - 6y(0) =0

v (=2
ye' =1
e h)=—4

sur un intervalle contenant x =1 .
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SOLUTION :

1) Trouver la solution générale de I’équation homogéne :
On commence par poser y =x" . De sorte qu’aprés dérivation successives et substitutions dans 1’équation :

PO =

y D = px™
v = m(m-1)x">

y& = m(m—-1)(m -2)x""

-1

x*m(m—-1)(m—2)x"" =3x>m(m—1)x""2 + 6x.mx™ " —6x" =0.

soit en mettant x™ en facteur :
m(m—1)(m—-2)-3m(m—-1)+6m—-6=0.

Les racines pour m sont :

my =1
m2=
m3=3

de sorte que le solution générale s’écrit :

yu(x)= clx1 +czx2 +c3x3

2) Trouver la solution particulicre :

y,(lo) (X)=cx+ 02x2 + c3x3
y,(ll) (X)=¢; +2c,x+ 3c3x2

yl(lz)(x) =2c, +6c3x
et:

y}lo)(l) =ctctey=2
y}ll)(l) =c +2¢y,+3c; =1
y}lz)(l) =2c¢, +6c; =—4

c’est un systeme de trois équations a trois inconnues c;,c,,c; . On peut résoudre ce systéme d’équations
grace a la méthode de Cramer et on trouve que :
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=2
Cz=

C3 =_1

d’ou la solution particuliére (qui est unique) :

yp(x)= 2 +x2 =28

18.4. Indépendance linéaire des formes solutions et Wronskien

THEOREME :

Si toutes les fonctions P,_; (x),...,F(x) sont toutes continues sur un intervalle ouvert I, alors les»n formes

solutions sont toutes linéairement indépendantes si le Wronskien formé par ces solutions est non-nul.
Inversement si le Wronskien est nul en 1 point x,sur cet intervalle I, il est nul sur tout I’intervalle, et les

fonctions solutions y,,......, y, sont linéairement dépendants.

DEMONSTRATION :

Soit a prouver que si:ky +....+k,y,=0, et que les fonctions y,......,y, sont toutes linéairement
indépendantes, alors on doit nécessairement trouver que lesk,......,k, sont tous nuls. Pour cela dérivons

successivement cette équation :

nous avons donc un systéme de n équations a »inconnues qui sont k,.......k,. Pour le résoudre nous
pouvons appliquer la méthode de Cramer en formant le déterminant qui n’est autre le Wronskien :

(0) (0) (0)

yl . Vi . Vn 0
A=W(x)=| . . . . g
yl(n—l) ) l(n—l) . yfln—l) n—1
1 . i . n

Donc si ce déterminant (Wronskien) est non-nul il est possible de trouver un ensemble de valeurs unique pour
ky,.......,k, , qui si on effectue le calcul , nous amene a trouver qu’ils ont tous nuls comme suit :
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0
7 0 '
0
0
. 0 .
-1 -1
PG U S U U BN
O B
k k k
R
W

18.5. Existence d’une solution générale :

THEOREME :

Si les fonctions P,_; (x),..., (x) sont toutes continues sur un intervalle ouvert I, alors il existe une solution

générale y, (x) qui représente toutes les solutions.

DEMONSTRATION :

On peut choisir un point x, telle que les conditions initiales forment la matrice identité pour le Wonskien :

1 (xp) =1 0 77 (x)=0 0 W (x)=0] 0
0 1 0 0 0 .
W(xy) = 0 0 1 0 0 Jj
0 0 0 1 0
W (%) =0 0 b 0 WD (%) =1|n -1
1 . I . n

Comme le Wronskien est non-nul, ces fonctions forment une base de solutions. Avec des constantes
arbitraires ¢y,.....c,, Yo (X) =y +60, ..+ ¢ y; +....+¢, y, représente toutes les solutions.

THEOREME : UNICITE DE CETTE SOLUTION GENERALE

La forme de la solution générale est unique :

DEMONSTRATION :

Méme démonstration que dans le chapitre 13. On suppose que 1’on a une solution Y(x) qui en x, donnent les

conditions initiales. On démontre qu’en fin de compte y,(x) conduit a une solution particuliére y*(x) avec les

méme conditions initiales. De par le théoréme d’unicité de la solution particuliére, si y *(x) et Y(x) sont identique
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au point x,, il sont identiques sur tout I'intervalle I. dOnc on pa ut démonter que y,(x) conduit & Y(x). Donc

Vg (x) est bien la solution génerale.

EXEMPLE : LES POUTRES FLEXIBLES

A faire un peu plus tard.

18.6. Récapitulation de la méthode :

Pour résoudre une équation différentielle d’ordre n :

Y 4P (). 4+ P () y D 4+ B(x) Y+ Py(0) p? = r(x)

D’abord résoudre I’équation homogene associé :

SOLUTION HOMOGENE :
Y+ P ()" A+ B0 + R (x). Y =0

la solution homogene s'écrira :

SOLUTION SINGULIERE :

(appliquer la méthode de wvariation des paramétres qui est plus générale lorsque les coefficients
P, (x),..., By (x) sont non-constants)

YD 4P ()" 4+ P(x) YD+ B () Y + Py () = r(x)

soit :
Wi (x).r(x dx W, (x).r(x).dx
p)=n (o) [RETE (o [Palr 4
W(x) W(x)
avec :
F S S R ) W 0 o
W(x)= . . . . . J W (x)=| . . . . . J
. . . . . et . . 0. . .
D ) yinfl) ) YD -1 yfn—l) ) 1 ) yrDn-1
1 k 1 i n
SOLUTION GENERALE :
yg =Ypt Vs
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SOLUTION PARTICULIERE :

Puisqu'il s'agit d'une équation d’ordre n , il faut fixer n conditions initiales :

yP(0) =k,

YD) =k,

ce qui permet de déterminer les C,...... ,C, coefficients dans la solution générale. On obtient alors la
solution particuliére :

W, (x).r(x). dx 3 () J‘W " (x).r(x).dx

Y,(X)=Cy(x)+... +Cnyn(x)+Y1(x)_[ W (x) W(x)
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EXERCICES

Trouver la solution générale pour les équations non-homogenes suivantes :
y(3) _ y(2) -y
y® —y =30e* —x?

(D* - D)y =sinhx
(D*+4)y=0
x3y(3) + 3x2y(2) + ny(l) =X

Oyy=x

o Db =

Trouver la solution particuliére pour les équations non-homogeénes suivantes avec conditions initiales :

(D3 — D)y =coshx

6. »(0)=5
y'(0)=—-1.25

y"(0)=3
(x3D2 +x°D? -2xD-1)y= x*Inx

25
N=22
) 32

7. 47
1 1 —
'@ E%)

42
") =—
y"() ™
x3y(3) —3x2y"+ 6xy'-6y = 12
X
8. (=25
y'(H)=6.5
y'H=>5

Utiliser Maple V pour vérifier les résultats de tous ces exercices.

QUESTIONS & PROBLEMES

-—

Soit I’équation homogéne d’ordre 3 a coefficients non-constants suivant :
3 2 1 0
YO 4P (0).yP + R@) Y+ B0y =0

Et soit y,(x)une premiére forme solution a cette équation. En appliquant la méthode de variation des
parametres, montrer qu’alors la deuxieme forme solution y,(x)sera déterminée en résolvant 1’équation d’ordre

réduite suivante (ou u = IU est ’inconnue) :

U"(#0)+0" (304" +2B,(0).57 )+ U (357 + 2B (00" + B (0).(” ) = 0
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19. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE N>2 A
COEFFICIENTS CONSTANTS

Une équation différentielle linéaire a coefficients constants s’écrit de fagon générale :

Yy 4P V4 4By 4Py =r(x) avec P =cte

1

Dans ce cas plus simple, pour la résoudre, nous pouvons emprunter les mémes techniques déployées pour les
équations du second ordre a coefficients constants. C’est a dire commencer par résoudre 1'équation homogene
associée pour trouver la solution dite homogéne ou complémentaire.

SOLUTION HOMOGENE :
Equation homogeéne associée :
vy 4P V4 L +B YRy =0

Ax

Equation caractéristique : on pose y =e”", ce qui donne :

A"+P A"+ +BA+P, =0

Les différents cas pour chacune des z racines :

si A est une racine simple — y, =e’”

si 4 est une racine double =e Yy =xe

\2
=

. : : X _ X 2 X
si 4; estuneracine triple — y,=e’, y, =xe, Yy, =x"e

.| A=0a+jB sontdes racines complexes simples  ox o
st -y =e"" cos fx, y;,; =e”" sin fx

w=0—jf (les complexes vont par paires)

si sont des racines complexes doubles —

. { Ai=a+jp v =¥ cos fx, y;, =e% sin fx
Aig=a—jp Vies = x5 cos Bx, y;,3 = x.¥" sin Bx

d’ou I’expression de la solution homogene :

SOLUTION SINGULIERE

Etant donné que les coefficients sont tous des constantes, on peut appliquer, en outre la méthode de variation
des paramétres, la méthode des coefficients indéterminés que nous allons démontrer ici. Il suffit d’utiliser le méme
tableau déja cité au chapitre 15 (méthode des coefficients indéterminés) pour les équations du second ordre:
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si 7(x) est de la forme utiliser la forme suivante pour y_(x)
Exponentielle : ke’ Exponentielle : Ke”™”
Polynomiale : kx" Polynomiale du méme ordre : K, x" + K, ;x" " +..+ K, x' + K,x°
Polynomiale modulée: ke’* x" Polyndmiale du méme ordre modulée:

eyx.(Knx" +K, X"+ Ky +K0x0)

. . kcoswx Sinusoidale : K, coswx + K sin @x
Sinusoidale : = |
ksin wx
ke’ cos wx Ondulation modulée : e’* (K, cos wx + K sin @x)

Ondulation modulée :
ke sin wx

Dans cette méthode, il faut vérifier si y,(x) n’existait pas déja dans comme forme y;(x) dans la solution

homogeéne. Auquel cas il faut multiplier y, (x) par x” pour lever la dégénérescence d’ordre m (existence d’une racine

m —tuple dans 1’équation caractéristique)

SOLUTION GENERALE :
yg =Vnt Vs
SOLUTION PARTICULIERE :
Introduire les 7 conditions initiales pour fixer les Ci,......,C, dans la solution générale (C,,......,C, ) qui

proviennent de la forme de la solution homogeéne. Faites bien attention a ne pas introduire les condition initiales dans
la solution homogene uniquement ce qui donnerait une expression inexacte de la solution particuliére).

EXEMPLE

Soit a trouver la solution générale de : y©® =3y 43,1 — O = e x

SOLUTION :

1) Trouver la solution homogéne :
Equation caractéristique associée : 4> =342 +31' =1 =0

Mise en facteurs : (ﬂ—l)(ﬂz —22+l) =0. Pour les besoins de simplification dans ce cours, les racines ont

toujours des valeurs simples, alors qu’en ingénierie réelle, il faudra passer cette équation a un calculateur qui
trouvera des racines avec tout plein de chiffres aprés la virgule (ie.: 4, =1, 23456789 x1072343678 .
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A =1
Donc, les racines sont ici : {4, =1. C’est a dire qu’il s’agit d’une racine triple.
=1

Aussi la forme de la solution homogeéne s’écrira :
v, = Ce* +Cyxe” +Cyx* e
2) Trouver la solution singuliére (par une méthode appropriée):

a) Essayons d’abord par la méthode des coefficients indéterminés :

r(x) =3’ - y,(x) = Kxe" ?
— g -1 % =% % 2
ou — y(x) K%x e +K,%x e +K_%x e +..1

On voit que dés qu’on sort du tableau préconisé, il est difficile de trouver le nombre des coefficients a
déterminer ainsi que la nature des éléments constitutifs de y, (x) par cette méthode.

b) Essayons alors par la méthode plus générale de variation des parametres :

W (x)r(x). dx o )J‘Wz (x)r(x). dx e )J'W3(x)r(x) dx

O o o)

avec !

e’ xe* xle*

Wx)=le* (1+x)e" x(2+ x)e*

X

.y I:-i—(l + )% +4x+2)+ X2 (2+x) +x2(2+x)‘|
=e
¢ (2+x)e"  (x% +4x+2)e"

— 21+ %)= x(2+x)? —x(x* +4x+2)
=2¢>"

0 xe* xle*
W(x)=0 (1+x)e*  x2+x)e* |=e* [x2(2 +x)—x2(1 +x)} = x2e>
1 2+x)e" (X2 +4x+2)e"

xle*

e}C

0
W) =le" 0 xQ2+x)e’ |=e* [xz -x(2+ X)J =—2xe™*
& 1 (X +4x+2)e"

€ xe 0

VV3(_X') =|e* (1 + x)ex 0= er [(1 + x) _ x] — e2x

e (2+x)e" 1

donc :
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i xzezx(x%ex)dx i —erzx.(x%ex)dx , . ezx(x%ex)dx
yp(x)=e JT+xe YT +x“e J. YT

o Ix%dx xe” J‘—x%dx 20" J‘ xdx

=e" lx% —x.zx% +x7x =ix%ex
7 3 105
3) Etla solution générale est :

V() =y, () +y,(x) =€ {Cl +Cyx+Cyx? +%x%}

REMARQUE :

La solution de I’exemple ci-dessus se résolve de fagon moins fastidieuse en utilisant un calculateur
symbolique comme MAPLE V (c’est ce que j’ai fait pour confirmer mes calculs effectués a la mitaine).

EXERCICE GUIDE

Soit a trouver la solution générale de : y — y3 -y 4 (O = ¢~

SOLUTION GUIDE:

1) Trouver la solution homogéne :

Ecrire ’équation homogene : ¥ +( WP +( W +( W =0
Ecrire I’équation caractéristique associée : A° +( YAZ +( YA+ ( A° =0
Mettre en facteurs : | ( A- ............ WA e WA e )=0

/’11 =
Et les racines sont alors : {4, =

ﬂg =

D’ou I’expression de la solution homogéne
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yp(x) =

2) Trouver la solution singuliére:

a) Essayer par la méthode des coefficients indéterminés (lorsque c’est possible):

si r(x)=

alors yo(x)=

Vérifier ensuite si la forme n’existe pas déja dans la solution homogeéne et multiplier par le facteur de
dégénérescence correspondant.

Oui, racine triple dans solution homogéne alors:  y (x) = x3.(

Oui, racine double dans solution homogene, alors:  y, (x) = x”.( )
Oui, racine simple dans solution homogene, alors: y (x) = xl.( )

Non, pas de dégénérescence :  y (x) = xo.(

Dériver successivement y (x) :

ys(x) =
Vs '(x) =
¥ "(x) =
¥ "(x) =

Réintroduire dans 1’équation avec second membre :

Mettre en facteurs de puissance :
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Equation différentielles d’ordre n>2 & coefficients constants

+ +/'\

+

Identifier les coefficients :

Exprimer la solution singuliére :

b) Essayer par la méthode plus générale de variation des parametres :

avec !

W(x)=

W(x) =

W, (x) =

W3 (x) =

(
(

(

(0) (
(0) (
(1) «

(

—~

(

—~

P ()= () [FEOTDE

~ N~

W (x).r(x).dx
W (x)

) (

) (

) (
) ( )
) ( )
) ( )
(0) ( )
(0) ( )
(1) « )
( ) (0)
( ) (0)
( ) (1)

o (x )J‘Wz (x).r(x). dx e )J'W3(x) r(x).dx

W (x) W (x)
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donc :
ys(x)=

4) Etla solution générale est :
Ve (X) =y (x)+y,(x) =

Comparer avec le résultat suivant :
—-x x X 1 2 x 1 1
Yo =Cie " +Ce +Gxe +Zx e —Zx.e +§e

Est-ce que tout est correct? Pas correct? Qui a fait des erreurs?

- page 7 -



Chapitre 19 Equation différentielles d’ordre n>2 & coefficients constants

EXERCICES
Trouver la solution générale pour les équations non-homogenes suivantes :
1. YO0 _ 0,3
2. YW _y=30e"-x2
3. (D*-D)y=sinhx
4. (D*+4)y=0
5. x3y(3) + 3x2y(2) + ny(l) =X
Trouver la solution particuliére pour les équations non-homogeénes suivantes avec conditions initiales :
(D? - D)y =coshx
6. JV(O=5
y'(0)=-1.25
y"(0)=3
(x*D* +x*D* —2xD - Dy= X’ Inx
25
D=—
y() 2
7. 47
[} 1 -
y'(l) 2
42
") = —
y"() ™
x3y(3) - 3x2y"+ 6xy'-6y = 12
X
8. lyh=25
y'1)=6.5
y'H=>5

Utiliser Maple V pour vérifier les résultats de tous ces exercices.
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20. LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

20.1. Introduction :

La transformée de Laplace permet de transformer une équation différentielle en une équation linéaire ol
disparaissent les formes dérivées. On se rappellera qu’en posant la solution sous la forme d’une exponentielle, on
avait transmuté le probléme vers une équation ordinaire dite équation caractéristique. Eh bien! la transformée de
Laplace est la généralisation de cette idée.

Une telle pratique permet de transposer le probleme de I’espace des temps (notre monde temporel), vers un
espace dit des phases (un monde parallele), de le résoudre dans cet espace, puis de transposer de nouveau la solution
vers le monde réel (I’espace temporel de nouveau). Voici un diagramme de cette transposition :

Espace des temps Espace des phases
(hotre monde réel) (e monde paralléle)

transformation de L gplace

/\

Equation différentielle
(temporéelle)

Equation linéaire

résolution directe résolution linéaire

solution temporelle

Solution des phases

\J

Transformation de L gplace inverse

20.2. Définition :

La transformée de Laplace est une application, qui a une fonction f(¢) de I’espace des temps, est associée une

fonction F(s) de I’espace des phases telle que :

+o00

L fin]=F(s)= | f@)dt

0
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Transformée Espace vectori | Espace vectoridl des
de Laplace des fonctions du temps | fonctions de phase
+00
- |
o Fo)= e* f.d
0

La transformée inverse, notée L'1[F ( s)] = f(t) sera précisée plus tard.

20.3. Transformée de quelques fonctions usuelles :

EXEMPLE : CALCUL DE LA TRANSFORMEE D’UN ECHELON UNITE

f®=0 , 0Or<0 e [T
{f(t)=1 " aso =L[f(t)]—F(s)—6[e .1.dz{ e LO =

EXEMPLE : CALCUL DE LA TRANSFORMEE D’UNE RAMPE EXPONENTIELLE

f®=0 , 0r<0 " N
e(s a).t

— L =F(s)= [e™ e dr = . =
f@=e" , r=20 [f(t)] ® 6[6 o {(s—a) =0 (s—a)

THEOREME :

La transformée de Laplace est une application (transformation) linéaire. C’est a dire qu’elle satisfait a la
condition :

Llafi)+b.g(t)]=al| fi]+bL]g(1)]

DEMONSTRATION :

A cause de la propriété de sommation des intégrales et la multiplication d’une intégrale par un scalaire :

Llafi+bew]= [e[af@+be]di=a [ rydi [ gwrdr =aL [ fi)]+bL[g(0)]
0 0 0

20.4. Utilité du théoreme de linéarité :

Cette propriété de linéarisation nous permet de trouver plus facilement la transformée de Laplace d’une
fonction en la décomposant comme une combinaison de transformées de fonctions plus simples.
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EXEMPLE : APPLICATION DU THEOREME DE LINEARITE

Soit a trouver la transformée de : f () = cosh ar

SOLUTION :

at + e—at

onpose : f(t)=coshat = ¢

_1 at 1 —at —1 1 1 = S
et alors : L[f(t)]—E.L [e ]"EL[e J_E{(s—a) +(s+a)} 2 — 2

donc: L [cosh at] S

S2 _612

EXEMPLE : APPLICATION DU THEOREME DE LINEARITE

Soit a trouver la transformée de : f(f) = cos ar

SOLUTION :
it +e—i(d

on pose : f(t) =coswr = 5

_1 ], 1 —ia :l ! ! =
etalors.L[f(t)]—z.L[e }+2L[e J 2{(s—ia))+(s+iw)} s+’

donc : L[coswt] == il
S

+
EXEMPLE : RECHERCHE DE LA TRANSFORMEE INVERSE (PAR
IDENTIFICATION)

1
Soit a chercher la transformée inverse de la fonction des phases : F(s) = m R a*®b
s—a)s—

c’est a dire qu’on recherche: f(¢)= L'TF(S)] = L—{Wl(s—b)}

SOLUTION :

Pour cela, nous devons décomposer la fonction des phases en éléments simples (technique des fractions
partielles que nous verrons un autre chapitre) :
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Fs) = 1 _ 1 { 11 }
(s—a)s=b) (a-D)|(s—a) (s-b)

et alors :

_ - — L 1 S S T
1= Llr@)=t Ls-axs_bJ @b Ls—w} TE LS "’J

soit donc :

_1-1 1 _ 1 —at __ bt
=t Ls—a)(s—b)}(a—b)[e <]

EXEMPLE : TRANSFORMEE INVERSE D’UNE DERIVEE (PAR IDENTIFICATION)

s
(s—a)(s—b)’

temporelle f (¢) associée par transformée de Laplace inverse f (#)= L'1[F (s):|.

Soit la fonction suivante de I’espace des phases : F(s) = a #b .1l s’agit de trouver la fonction

SOLUTION :

Pour cela, nous allons décomposer la fonction des phases en éléments simples (fractions partielles) :

F(s)= s _ 1 { a b }
(s—a)(s=b) (a-b)|(s—a) (s-b)

et alors :

()= LTF(s)]=L" s SHNE T A (S
f= L] Ls—a><s—b>} (a=b) Ls—m (@b L(s-b)

soit donc :

v -1 S — 1 —at _y. bt
f)=L {(s—a)(s —b)} @ _b)[a.e b.e }

Or on se rend compte que c’est la dérivée de la fonction f(r) de I’exemple précédent. Ce n’est donc pas pour

rien que nous lui avions donné un nom prédestiné au départ f (7) .

EXEMPLE : TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE FONCTION DERIVEE

Voici un autre exemple de propriété de dérivation. Soit a trouver la transformée de Laplace de la fonction

temporelle suivante : f(¢)= """
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SOLUTION :

Appliquons la définition de la transformée de Laplace :

F(s)=L [I"HJ = Te_”.tnﬂ.dt
0

et en procédant par intégration par parties :

—st 1=+ +1 +00
L [z””] S NULD .[e_‘”.t".dt
N S 0

et on obtient ainsi la formule de récurrence jusqu’a ce que I’exposant de ¢ soit ramené a 1 :

L[]z D[] =) @) [ = 2 02

s s s Sn+2

REMARQUE :

Si on regarde la transformée de Laplace pour les cas particuliers f(r)= t*, f(r)=t et f()= 1, on s’apercoit

que ce sont les cas de dérivées successives de f(f)= "*!. En effet :

L |:ln+1j| - (”}:?'
N

I A G (3
L|:tk:|:L|: ( :|_

(n+1-k) df |

L[t2]=2—3!

S
1t
Lir)=>
S
o!
L[1)==
S

Voici alors la table des transformées des fonctions de base :

f@) F(s)
1 1
5
t 1!
S2
2 2!
s3
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S@ F(s)
", nON n!
n+l
t*, aOR Ma+1) -
Su+l
eul
s—a
COS (W s
s2 +a)2
sin ar w
s2 +a)2
cosh at s
2 — g2
sinh at a
s?—a®
+00 +00 a
L[z“}= J S de = Ie‘x [ﬁj — , sionposex =st
s
0 0
1 +00 1 +00
alors : L[z“}: & Je_"x“.dx= —[(a+1), puisque par définition: T'(a+1) = .[e_xx“dx
50 § 0
REMARQUE :
, +i
L[e'w’]= 1 _ 1 .(s la))=2s +i.2w
s—iw s—iw (stiw s +o s?+of

en effet on peut trouver ce résultat autrement :

. w
1

s
+i.
s2+a)2 s2+a)2

L [ei“”J =L [cosa)t +isin at] =L [cos w] +iL [sin w] =
20.5. Conditions d’existence d’une transformée de Laplace :

THEOREME D’EXISTENCE :

Si une fonction f(z) est continue par morceaux sur I’intervalle ouvert d’intégration ]0, +00[ et est bornée sur cet

intervalle :

| £(2)] < Me”"

" La fonction Gamma : ['(a+1) est la fonction factorielle généralisée lorsque a n’est pas seulement un entier
(aOR): T(@)=(a)a-D(@-2)...(a—k)..., tantque (a-k) >0.
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C’est a dire qu’on puisse trouver M et y, telles que | f (t)| soit inférieur ou égal en tout temps a Me" sur cet

intervalle ¢ D]O-,I-oo [ , alors la transformée existe pour toute phase s >y .

DEMONSTRATION :

Lorsque f(t) est continue par morceaux sur I’intervalle d’intégration ]0, +00[ ,alorse™ f(t) est intégrable. De
t=+00
plus I’'intégrale j e f(t)dt est définie si elle converge. Pour cela nous appliquons le principe de convergence
1=0
absolue. C’est a dire que si :

t=+oc0 =400
j ‘e‘” f(t)‘dt converge, = _[ e f(f)dt converge
=0 =0

puisque I’inégalité de Minkowski (inégalité du triangle), dans notre cas donne :

t=+o00 t =400

HEIROE J'e‘“f(t)dts j‘e“‘ff(t)‘dz
=0 =0
Or:
t=+o t=+00
I‘e_”f(t)‘.dt: J-e_‘”.|f(t)|.dt , puisque e =20,0t,0s.
=0 =0
t=+00

Il reste a déterminer dans quelles conditions 1’intégrale I e

f (t)|dt converge. Pour cela il faut imposer a
=0
| f (t)| de croitre moins vite que e”* ne décroit lorsque ¢ — +o0 . Donc si on choisit | f (t)| <Me’", [t alors :

t=+o0 t=+o00
- - M .. .
I ‘e ‘”f(t)‘.dt < I e 'M.e"dt = , & la condition que I’on ait s >y
s-y
t=0 t=0

Des lorson a:
M
o<|L] F()]s—
Lrols
Donc qu’on peut trouver cette intégrale qui est la transformée de Laplace pour f (7).

20.6. Application du theoreme d’existence :

Il s’agit de déterminer, avant méme de la calculer, si un réplica d’une fonction temporelle va exister dans
I’espace des phases.
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EXEMPLE :

Déterminer si la transformée de Laplace existe pour : f(¢) =cosht

SOLUTION :

On constate que : cosh? < le', O :p-,l- 00[

t=+c0

or : I e ".1.e'dt converge du moment que s >1
=0
donc: L [cosh t] existe A condition que ce soit dans une zone des phases ot § > 1.

EXEMPLE :

Déterminer si la transformée de Laplace pour f(¢) =" existe.

SOLUTION :
On constate que: " <nle’, 0010, +oo

t=+o0

Or: I e 'nle'dt converge du moment que s >1
1=0
Donc: L [z"} existe a condition que ce soit dans une zone des phases s >1.

EXEMPLE :

2
Déterminer si la transformée de Laplace pour f(t) =e' existe.

SOLUTION :

2
Clairement ¢’ >Me"", Ot D:| Ot 00[, donc il n’y aura pas convergence de 1’intégrale de définition. Donc on

ne peut déterminer la transformée de Laplace pour une telle fonction.

REMARQUE IMPORTANTE :

Le théoreme ainsi annoncé applique une condition suffisante et non nécessaire pour 1’existence d’une
transformée de Laplace.

En effet, s’il y a convergence absolue, il y a convergence tout court. Mais méme s’il n’y avait pas de
convergence absolue, il se peut qu’il y ait quand méme convergence de ’intégrale.
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1 1

Par exemple, la fonction f(f) =¢ 2 n’est pas bornée, puisque ¢ 2 - o, mais sa transformée existe quand

t - 0
méme :
1 +00 1 +00 1
- Ty 1 et T 1 1 T
Litr 2 :Ie Att2dt=—.J.e x 2dx=—I(=)=,[|—
0 S0 s 2 §

20.7. Unicité de la transformation :

La transformée de Laplace est une application linéaire. De plus en algebre linéaire, on montre que si la
transformée pour certaines fonctions dites de base est déterminée, alors I’application linéaire est unique : c’est la
transformée de Laplace.

g~y AN "J‘\'—/\
P 3

L’unicité de la transformée indique ici que la transformation de Laplace est une application isomorphique
(homomorphisme bijectif) d’un espace temporel a un autre espace dit des phases. (On rappelle en passant qu’un
endomorphisme est une application linéaire d’un espace dans un méme espace. On rappelle aussi qu’un
automorphisme est un endomorphisme bijectif).

AR A ~ JwJTM() %%M

C’est a dire que si :
injectif:  f(NZzg) = L[f0]#L[e®)]
surjectif: [ F(s)]) Espace des Phases,[1 f{@) Espace des Tempk] L [ ﬁ(z)] F(s)

Puisque la transformation de Laplace est bijective, alors la transformation inverse existe aussi.

Eco

En fait on peut montrer que la transformation de fonctions qui different en certains points isolés du temps
donne la méme transformée, et par conséquent I’application n’est pas réellement injective.

Cependant, du point de vue pratique (point de vue non strictement mathématique), on peut considérer ces
fonctions temporelles comme physiquement équivalentes et la correspondance est alors unique entre la fonction
temporelle et son replica dans 1’espace des phases.
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EXERCICES

Trouver la transformée de Laplace F'(s) des fonctions f(¢) suivantes :

1. f@)=ar+b
2. f(t)=(at+b)’
3. f()=sin(wr-6)
4. f(r)=sin*(ar-6)
5. f(t)=sinh®(at)
Identifier la fonction f(¢) dont la transformée F (s) est:
4
6. F(S)ZS—4
4
7. F(s)=——
(s) )
8. F(s)= 24
s°+2
9. Fs=2"2
+4
10. F(s)=——2
s° =16
1
11, F(s)=
(5) s(s—4)
12, Fs)=— >
(s =2)(s +4)
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

21. TRANSFORMATION DE LAPLACE POUR LES DERIVEES ET LES
INTEGRALES DE FONCTION. APPLICATION AUX EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Dans ce chapitre, nous déterminons le lien entre la transformée d’une fonction avec la transformation d’une
fonction dérivée ou intégrale.

THEOREME :

Si f(¢) est transformable par Laplace (i.e. f(¢)continue sur l’intervalle] 0, +oo [ et bornée | f (t)| < Me"" sur

cet intervalle) et si f '(¢) est continue par morceaux sur le méme intervalle] 0, +o0 [ , alors la transformée de Laplace

de la dérivée existe et vaut alors :

L[f'®] =sL[f@®] =f©). pour s>y

DEMONSTRATION :

Supposons que f () est continue sur ¢ Dj Ot o0 [ , alors par intégration par parties :

=400

L[ 0]= j e‘*".f'(t).dt=[e‘*".f(z)}:;°° +sL[ 1]

t=0

d’autre part, puisqu’on a pris la précaution pour que la fonction f(¢) soit bornée (i.e. |f(t )| < Me”"yet que
y<s,alors:

() -0,

t - +o0

de sorte que :

[ f®]iZ5"=0~¢".f(0) = ~f(0). CQFD

THEOREME :

Si f(¢) est continue par morceaux sur l’intervalle] 0, +00[et bornée

f (t)|sMey "sur cet intervalle, et si

f'(¢) est continue par morceaux sur le méme intervalle] 0, +00[ , alors La transformée de Laplace de la dérivée
existe et s’écrit alors :

L[r@]=sL[£@] = f@ =3 e [ fa)=fD], pour s>y

et ou les 7, représentent les points de discontinuité de f(z).

21.1. Application du théoréme a la dérivée n-eme :

Pour la dérivée seconde, on aura :
L@ ]=sLf'@)]=f'©0)
=s[sL[F@®)]-F©) |- £'(0)

c’est a dire :
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LLf"®]=s>L[f®)]=sf(0) = £'(0)
de méme on aura pour la dérivée troisieme:

L/ )= L[ f(@)]=5*f(0) =5.f (0) = £"(0)

THEOREME :

La transformée de Laplace de la dérivée n°™ d’une fonction f(r) ol toutes les dérivées successives sont
continues sur tD]O;I-oo [ et satisfaisant chacune la condition : ‘ f (i)(t)‘ <Me", pour s>y, etquef ™ (1) soit
continue par morceaux sur le méme intervalle ¢ D] Of o0 [ , alors la transformée de f (1) existe et vaut :

k=n-1

L r"w]=s"L[r0]- Y s 1"

k=0

EXEMPLE :

Soit a trouver la transformée de Laplace de f(r) =%, non pas par intégration directe, mais par la propriété de

la transformée des dérivées successives.

SOLUTION :
Dérivons f () jusqu’a atteindre une constante, il suffit donc d’atteindre la dérivée seconde. Et nous avons
alors :
fo=r*  ~ f(0)=0
fiw=2 - [f(0)=0
frm=2
et en utilisant la formule :
L[ @] =s*L[ @] =sf(©) = £'(0)
nous trouvons :
L[2]=5"L [ ]=s.0-0
C’est-a-dire :
L[2]=2L[1]=2 =L [ ]-s0-0
s
d’ou on déduit pour L [tz} :
2 2
2 2 2
sTL|t|=— = Lit7|=—.
°]=3 )=
C’est ce qu’on avait déja obtenu par intégration directe.
EXEMPLE :

Trouver le transformée de Laplace de f(r) =cosaret de f(r) =sincx par application de la formule de

transformée de la dérivée seconde.
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SOLUTION :
f(t) =cosar - fO)=1
f'(t) = —wsin awr - f'0)=0
f'@®= -’ cos @
de sorte que :
L [—a)2 cos aIJ =s2L [cos w]—s.l -0
Soit :

-’ L [cos azj =52L [cos wj -5.1-0

D’ou le résultat :

s
s2+a)2

L’étudiant est invité a faire la méme démarche pour : f(¢) =sincx .

L [cos a)t]=

EXEMPLE :

Trouver la transformée de Laplace de f(¢) = sin? ¢ par le procédé de la transformée des dérivées successives.

SOLUTION :

Ici nous pouvons nous limiter a la dérivée premiere puisque nous connaissons la transformée de cette dérivée
premiere.

f(@t)=sin’¢ - f)=0

f'(®) =2.cost.sint =sin 2t
et en utilisant la formule :
L[f'0)]=sL[f®)]-£©)
on arrive a :

L [sin 2t:|: s.L [sin2 t} -0

or:
2
L|sin2t |= ———
e 2
d’oti la déduction pour L [Sin2 t] :
. 2
int ] - —2—
s(s”+4)

EXEMPLE :

Trouver la transformée de Laplace de f(¢) = ¢sin ¥ par le procédé de la transformée des dérivées successives.

- page 3 -



Equation différentielles Chapitre 21

SOLUTION :

Ici, nous devons aller au moins jusqu’a la dérivée seconde afin de retrouver un terme cyclique.
f () =t.sinwr - f(0)=0
f'@)=sinar+ar.cosa - f'(0)=0

f @)= —w’t.sin @ +2 weos @
et en utilisant la formule :
LA @ ]=s* L[ O ]=sf(©0) = f'(0)

on arrive a :

L [—wzt.sin w +2 wcos w} =s%L [t.sin a)] -5.0-0
or:

2ws

s2+(/.12

L [—wzt.sin w +2a).cosa)t} =—aJ2L[t.sin w]+2 al [.cos a)]=— (,%L[t.sin n,‘él+

d’ot la déduction pour L [t.sin wt] :

. 2ws
L [l.SlnmJ:m

21.2. Application aux équations différentielles avec conditions initiales :

Soit a résoudre 1’équation linéaire du 28me ordre suivant, a coefficients constants, et avec conditions initiales :
y'+a.y'+b.y =r(t)
y(0) =K,
y'(0) =K,

r(t) est 'entrée forcée et y(r) est la sortie que 1’on veut observer.

1% étape : Appliquer la transformée de Laplace aux 2 membres de 1’équation :

L{y"+ay+by]|=L[r(®]
Ly J+aL[y']+oLy]=L[r®)]
(27 (5) =550 = y'(©) +a.(sY (5) =y(©)) +bY(s5) =R(5)
C’est a dire qu’on obtient I’équation subsidiaire:
(sz +a.s +b) Y(s) =R(s) +(s +a).y(0) +(1).y'(0)

On peut observer que cette équation contient la partie de 1’équation caractéristique, mais est beaucoup plus
complete puisqu’elle contient aussi le second membre et les conditions initiales. De sorte que la transformé inverse
donne directement la solution particuliere dans le domaine temporel.

2°™ &tape : Former la fonction de transfert qui est le rapport de la fonction de phase de la sortie sur la fonction

de phase de I’entrée :

T(s) =

Yes) . 1 [R(s>+(s+a).y<0) +y'<0>j
R(s) s*+as+b R(s)
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Ou pour I’expression de la sortie dans 1’espace des phases :

1 R +a).y(0) +y'(0
Y(s)=— (R(s)+(s+a))’(0)+y'(0)):( R j+[<s .30 * 5 >j
s“+tas+b s +a.s +b s° +a.s +b
|
Polyndme caractéristique Solution particuliere Solution homogene
5 H/of[bm@
Y(s)
As T(s)
(Input) (Fonction detransfert) (Output)

y)—
y'(0)

(Conditions initiales)
(s2 +a.s +b)est appelée le polyndme caractéristique du systeme. Il ne dépend que de la configuration

physique du circuit, et non pas du type entrée et ni de 1’endroit ol on prend la fonction de sortie. Ceci est en rapport
direct avec 1’équation caractéristique (Az +ald +b =0) .

3%™ étape : Une fois qu'on aY(s) , il s’agit de passer a y(r) par L‘TY (s)], généralement en utilisant la table
des transformées.

EXEMPLE PRATIQUE:

Soit a résoudre le probleme a conditions initiales suivant par la méthode de la transformée de Laplace :

y'-y=t
y(0)=1
y'(0)=1

SOLUTION :

1" étape : passer le I’espace des temps a 1’espace des phases.

1
(sz.Y(s) —5.y(0) =y '(0)) V()=
soit :

(s*=1)re» =L 530 +y(0) = 45 +1
s s

2°™ étape : Obtenir la solution dans ’espace des phases.

1 [ (s+1) 1 1 11
Y($)=——|—+s+1|= + = + -
® (sz—l)Lz ’ } 2-1) s2s2-1) (=D (s2-1) o
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Séme

étape : Obtenir la solution temporelle par la transformée inverse (il s’agit de regarder la correspondance
dans la table et non pas calculer car nous n’avons pas encore donné la définition de la transformé de Laplace

inverse).
1 1 1
=L y(s)|=L"| —— | +L L =
o=l Ll ]

y(t) =e™ +sinhr —t

Voici un résumé de la méthode de résolution des équation différentielles par la transformée de Laplace :

21.3. Avantage de la transformée de Laplace :

On obtient directement la solution particuliere sans passer par les étapes intermédiaires de recherche de
yh’ypsyget Vs

EXEMPLE :
Trouver la solution de I’équation avec conditions initiales suivante :
y'+y=2t
T T
Al 4) =3
T
Y =22

SOLUTION :

17 et 2°™ étapes combinées pour aller plus rapidement:
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1 2 2 s 1
Y(s) = ——| = +5.5(0) + y'(0) | = ————+y(0). +y'(0).
(s) (s2+1)L2 5.y(0) y()} 210 y()(s2+l) y()(s2 D

3™ étape : Obtenir la solution temporelle.

2 s 1
=L"ro)] =" —— 0).L" (0).L"
YO =LY (s)] L%Mn}”() [(sm)}”() Lsz H)]

2 2 s 1
=L =L 0).L" '(0).L”"
y(1) Lz} I:(s2+1):|+y( ) Lsz H)}y( ) I:(SZ +1)}

y(t) =2t —2sint +y(0).cost +y'(0).sin¢

Il s’agit maintenant de connaitre les valeurs de y(0) et y'(0) a partir des conditions en un point différent du

temps. Nous avons donc un systeme d’équation a 2 inconnues a résoudre :
T T, .7 T ovon o T TT
{y(r) =21 =2sint + y(0).cost +y'(0).sint Y =27 7 2sin - +y(0).cos -+ y ' (0).sin 7 =2

T =
y'(t) =2 =2cost = y(0).sint +y'(0).cost y'(%[) =2 —2005?—y(O).sinZ7T+y'(0).cosZn:2 -2

On en déduit que :

2 oo

2= +(0>—+y<o _
2 2 N {y(O) 1

J_ J_ y'(0) =1

0= 302 +y0.32

D’ou la solution particuliere :

’y(t) =2t —sint +cost‘

21.4. Transformée de Laplace d’une primitive de fonction:

THEOREME :

Si f(¢) est continue par morceaux sur l’intervalle]O, +00[et bornée | f (t)|SMey "sur cet intervalle et si

g = j f(D).dr estlaprimitive de f(¢), alors la transformée de Laplace de la primitive existe et elle vaut :

0
L[g(t)}=%L[f(t)] ,  pour s>y
DEMONSTRATION :

soit g(f) = I f(1)drt , la primitive de f(¢). Si f(¢) est continue par morceaux, sauf en quelques points isolés

0
de discontinuité. Alors g () est continue, et par I’'inégalité de Minkowski, on aura :

[¢)]=

]f(r).dr < ]'|f(r)|.dr <M ]e”dr
0 0 0
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Donc :

[8(l)] S%[eyt —1} Sﬂy[ey’J , pour y>0

t
On vient de montrer que la primitive g(t) = I f(1).drt est bornée par la méme quantité que la fonction f (¢) et
0
que donc le transformée de la primitive existe. Maintenant pour connaitre sa valeur, il suffit de se servir du résultat
sur la transformée de la dérivée :

L[ f()]=sL][g®)]-2(0)

0
Il est clair ici que g(0) = j f(@).dr =0, d’ou ’expression de la transformée de la primitive :
0

L[g(t)]:%L[f(t)J , pour s>y

que I’on peut réécrire sous la forme :

L"[F ﬂ =5 = [rmar
0

EXEMPLE :

Soit a trouver 1’expression temporelle de la fonction suivante en utilisant la propriété de la transformée de la
primitive:

y) =LY (s)] = L{ ! }

s(s2 +w2)
SOLUTION :
o s o 1 :l .
On saitdéjaque : L {—(Sz +w2)} wsmwt
Et on cherche donc : L{%ﬁ} = Jisin wrdrt =%(1 —cosax)

EXEMPLE :

Trouver I’expression temporelle de la fonction suivante en utilisant la propriété de la transformée de la
primitive:

|
T
SOLUTION :
3 t
o1 1 _ 1 . . _ 1 ( sinar
f(t)—L |:S—2m:|—0 (;[Zslan.dT df—é[g(l COS&){).d{——(‘JZ [[ w J
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EXERCICES

Trouver la transformée de Laplace a partir de la propriété de la transformée d’une dérivée n-ieme, et des
relations trigonométriques, des fonctions suivantes :

1. @ = cos’ wr
2. f(@t)=cosh’at
3. f(t)=sinh’ar
4. f(@t)=te"
Toujours a 1’aide de la propriété de transformée de la dérivée n-ieme, montrer que :
2 _
5. L [tcosa)t]zs—wz2
(5% +e)
6. L [tsina)t:|=zs—w2
(5" +e?)
2
+
7. L [t cosh at] = S—w22
(5 ~e)
8. L [t cosh atj = 2s—a)2
(+*-e)

A I'aide de la propriété de transformée de la primitive, trouver la fonction temporelle des fonctions de phase
suivantes:

9. FO= )

10. F(s):ﬁ

11. F(s):ﬁ

12. F(s)=ﬁ

13. F(s):%
4s+1

14, F(s)=m

Résoudre les équations différentielles avec condition initiales suivantes par la propriété de transformée de
Laplace des dérivées :

(D* =D =2)y =3¢**
15. {y(0)=-1

y'(0) =1
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16.

17.

(D*-D-2)y =10sin x
T
i :—3
y(z)
y'(m=-3
y"+y'=2y =-6sin2x —18cos2x
y0)=-2
y'(0)=2

QUESTIONS ET PROBLEMES

Dans ce chapitre on parle surtout de résolution d’une équation différentielle avec second membre et conditions
initiales. Est-il possible de trouver la solution d’une équation différentielle homogene par la méthode de la
transformation de Laplace?

Soit une équation non-homogene suivante : y"(¢t) +a.y'(r) +b.y(t) =r(¢), ou on n’indique pas les conditions

initiales. Expliquer alors ou se trouvent les solutions homogene et particuliere dans 1’espace des phases.

Démontrer que si: F(s) = alorsona: f(t) =0(t) +ae” par la propriété de transformée de la dérivée d’un
s—a
fonction temporelle. Vérifier ensuite qu’on obtient un résultat identique en décomposant F(s) en partie enticre

S a
=1+

+ partie fractionnaire (i.e. F(s)=

). On indique que : L_I[IJ= o®).

s—a
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22. TRANSLATION DANS L’ESPACE DES TEMPS ET TRANSLATION
DANS L’ESPACE DES PHASES

Dans ce chapitre, nous déterminons le lien entre la transformée d’une fonction avec la transformation d’une
fonction décalée dans le temps. D’autre part nous déterminerons le lien entre une transformation de Laplace inverse
d’une fonction des phases avec celle de son homologue décalée dans 1’espace des phases.

22.1. Translation dans I'espace des phases

THEOREME :

Si la transformée d’une fonction f(¢t)est: F(s)= L [ f (t)] , pour s>y, alors la transformée d’une fonction
e“ f(t)est:

L [emf(f)J =F(s—a), pour (s—a)>y

DEMONSTRATION :
Par définition de la transformée de Laplace : F(s)= L [ f (t)] = I e f@)dt
=0
Et donc : L [em f(t)] = I e‘”.(em. f(t)).dt .

t=0

Ensuite il suffit de faire le changement de variable s — s'=(s —a), de sorte qu’a présent :

L [em f(r)} = t:]‘me‘“.(e“’ . f(t)).dt = t:re‘“. F(0)dt =F(s) = F(s—a) .
=0 =0
CERTAINS RESULTATS :

Voici alors certains résultats de base a connaitre. L’étudiant est invité a les démontrer pour se faire la main, en
se servant du théoréme ci-dessus.

f@ F(s)

. n!
et m
p S Clnl)
e” cosax (s—a)2 P
at s v
e sinax (s—a)2 g
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Chapitre 22 Transformée de Laplace de fonctions décalées dans le temps et dans les phases

EXEMPLE : APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

y'+2y'+5y =0
Soit a résoudre 1’équation différentielle avec conditions initiales suivantes : < y(0) =2
y'(0)=-4

SOLUTION :

1 et 2°™ étapes pour aller vite : Obtention directe de la solution dans I’espace des phases.

1 2s

Srcreyras KURC IO E § ererers

s°+2s+5 R(s) Myv(o) s°+2s +5
Focntion caractéristique

Y(s)=

3™ étape : Obtenir la solution temporelle par la transformée inverse. Pour cela nous allons remanier

I’expression de Y (s) afin de mettre en évidence la translation dans I’espace des phases :

2s+1) 2
Y(s)= -
() (s+D?+22  (s+1)? +22

et alors :

—- —- 2(s+1) - 2 —n —t
y(t)_U[Y(S)]_L{(s-l-l)—2+22}_l_1li(s+l)—2+22}_2e cos2t—e ' sin2t

EXEMPLE : APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES

yn_2yv+y :el +1
Soit a trouver la solution de I’équation avec conditions initiales suivante : y(0) =1

y'(0=0

SOLUTION :

1 et 2°™ étapes combinées pour aller plus rapidement:

1 1 1 1 1 -2
Y(s)=— t—+l(s=2)+ 0 |= >t 3 (s l
s =2s+1| (s—1) & e o | =Ds=D7 s7(s=D° (s-1)
R(s)
3% étape : Obtenir la solution temporelle. Attention, ce a provient de

y'"+a.y'+b.y =0 et non du
Mise en évidence de la translation dans les phases.

décalage dans le temps.

G

Y =
) (s—1)3+s2(s—1)2 (s=D> (s-1?
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Equations différentielles Chapitre 22

et alors :

1 1 1 1
:|_"1 +L‘1 +L—1 _L—1
YO I:(s—l)J Lz(s—l)z} {(s—l)} I:(S —1)2}

2 t(t
=et.%+ I{ e‘tf.dc,‘]dt' +l.e' -te

0\ 0
/2
= et.? +(te' =2 +t+2)+1.e —te

D’ou la solution particuliere :

2t

t
y(1) =Ll et +1+2

22.2. Translation dans I'espace des temps

THEOREME:

Si f(¢) a une transformée de Laplace F(s) pour s > ), alors la fonction translatée dans le temps suivant :

~ 0, 0K a .
f@= , avec a [I] 0, +00[ , a pour transformée :
ft—-a), Otza

L[f(t)] =e “F(s), pourtout s>y

S

22.3. Définitions :

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons introduire la fonction échelon décalée (qu’on appelle aussi
fonction de Heaviside):

0, 0K a

, avec aD]O;I-OO[,
1, O a

U(t—a)={
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Chapitre 22 Transformée de Laplace de fonctions décalées dans le temps et dans les phases

0, O< 0

avec en particulier : U(t) =U( -0) = .
v particu (1) =0( ){1, 0z 0

U(t)

U(t-a)

a t

Donc pour passer de f(t)a f(¢), nous devons rigoureusement écrire :

0, OK a

JfO=ft-a)U@-a) ={f(t—a), Or=a

, avec a D] 0+ 00[

et le théoreme se lira ainsi :

Siona:L[f(t)]=F(s), pour s>y,
Alors on aura : L[f(t—a).U(t—a)]=e_‘”F(s), pour s >V.

C'est a dire aussi autrement : L'1[e_‘”F (s)} = ft-a)U(t —a)

DEMONSTRATION :
Sachant que :
L[ft-a) Ut -a) = j ¢ —a)U (1 —a)dt = J' (=) Ut —a)dt + I T Ut a)di
1=0 1=0 1=a
=0+ J’ ¢ F(t —a)dt
. . { E=t-a .
et en faisant le changement de variable : t - , on obtient :
dé =dr
&=+ &=+
L{fe-ava-a]= [ €@ ze™. [ e r@de =™ L[ f0)]

&=0 §=0

Donc :
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Equations différentielles Chapitre 22

L[ft-a U@t -a)] = L[ f()] =e™*F(s)

EXEMPLE :

Soit a calculer la transformée d’une fonction échelon décalée dans le temps :

0, UK a

, avec aD]O;I-OO[
1, OB a

U(t—a)={

SOLUTION :
On sait déja que : L [U(t)] = L[]] _1
s

e

Donc : L [U(t—a)] =

Ce que nous pouvons prouver par le calcul direct :

t=+oof t=a t=+oq

Lve-a]= [ e U@-ardr = [ U@ -ardi+ [ e U ~ardi
t=0 t=0 t=a
t=+oot —st t=+00
=0+ Ie_‘”.l.dt={e }
-S
1=a 1=a
_e_sa
N

EXEMPLE :

e—3s

3
N

Soit a trouver la transformée de Laplace inverse pour : F(s) =

SOLUTION :
Le terme exponentiel négatife_3s dans I’espace des phases indique un retard dans le temps. Calculons
d’abord :
|_1 L :ﬁ
s> 21
Donc :
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Chapitre 22 Transformée de Laplace de fonctions décalées dans le temps et dans les phases

EXEMPLE :

2, pour 0<t<m
Soit la fonction temporelle définie par: f(¢)= 0, pour m<t<2m . Trouver sa transformée de
sint, pour 2/7T<t<+o

Laplace.

SOLUTION :
Nous devons réécrire la fonction en utilisant la fonction de Heaviside :
f@O=2U@)-2U@¢ —-m) +U(t -2 m.sin(t =2 7§ .
Des lors, sa transformée est presque immédiate :

—sIT -s.27T
F(S):g_2.e +62
s s s +1

EXEMPLE :

Soit a trouver la transformée de Laplace inverse pour : F(s) =—— -

SOLUTION :
C’est presque immédiat :
f@®)=2tU(@) -2t -2)U(t-2)—4U({—2)+cos(t—m.U (-1
Que I’on peut définir autrement comme étant :

2t, pour 0<r<2
f@)= 0, pour 2<tr<jT

—cost, pour JT<t<+oo

EXERCICE GUIDE :

y'+2y'=3y =2 DU -1)
Résoudre I’équation différentielle avec conditions initiales suivantes : { y(0) =2 grace
y'(0)=-4

aux propriétés de translation dans les phases et translation dans le temps de la transformée de Laplace.

SOLUTION GUIDE :

1% étape : Transformation vers I’espace des phases de 1’équation :
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Equations différentielles

Chapitre 22

(s2 +( ).s +( ))-Y(S) = (
2°™ étape : Expression de la solution dans ’espace des phases :
1
Y(s)= 7 " " ( )+ (
(s ( )5+ )) R(s) YO s+a

3" étape : Transformation inverse vers I’espace des temps :

mise en évidence des translations dans les phases :

Y(s)=

Et finalement expression de la solution particuliere :

() =

Comparer avec le résultat suivant :

*C )
y'(0)

() =
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Chapitre 22 Transformée de Laplace de fonctions décalées dans le temps et dans les phases

EXERCICES

Donner I’expression de la réponse temporelle pour les systemes dont les équations et conditions initiales sont
les suivantes :

y"+2y'+5y =cos 3.[U(t =1) =U(t =2)]

1. Jy0)=2

y'(0)=-4

y"+6y'+8y :|:—6_3t +36_5’J.U(t -1)
2. ly0)=4

y'(0)=-14

y'=5y'+2y =4 P[U@) -U ¢ -2)].
3. {y0)=1
y'(0)=-2

QUESTION ET PROBLEMES

1. Donner les 2 formules de translation dans le temps et de translation dans les phases.

2. Soit une équation temporelle de la forme y"+a.y'+b.y =r(t) . Donnez alors la formule directe de I’expression

de la solution dans 1’espace les phases et indiquez ou se trouve chacun des éléments suivants : fonction
caractéristique, solution particuliere, solution homogene.

3. Connaissant la transformée de Laplace de la fonction de Heaviside, indiquer dans lesquels des cas suivants, la
f)=f-aUm
f=f-a)U-a)
fO)=fa-a)U=b)
f=fa-a)

formule de translation dans le temps est applicable et expliquer pourquoi:
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

23. TRANSFORMEE DE LAPLACE DE LA FONCTION DE DIRAC'
(FONCTION DELTA)

Dans ce chapitre, nous voyons la transformée d’une fonction un peu spéciale que I’on retrouve dans 1’analyse
des systémes échantillonnés.

23.1. Introduction :

, pour t<a

Considérons la fonction en créneau suivante : f, () =1—, pour a<t<a+k, avec ae ] 0, +<>o[

0
b
k

0, pour t=a+k

filt) —
Aire toujours
égale a 1
1/k -

a a+k t

Cette fonction a toujours son aire (intégrale) égale a 1.

t=-oot t=a+k 1
I, = .[fk(t).dt= I;dt=1
t=0 t=a

Et la transformée de Laplace de cette fonction est :

—ks

t=a

=t tmatk R o
£ [fk(t)] = I eiﬂfk(l).dt = J ef‘";d[ :I: :I :esaI: P :|

t=0 t=a

REMARQUE :

On aurait obtenu le méme résultat en notant la fonction f (¢) par une combinaison des fonctions en échelon

retardé comme suit :

fi =V -a)-UGt-a- )]

! Paul Dirac (1902-1984) était un physicien anglais né @ Bristol. Il fut I'un des créateurs de la physique quantique et recut conjointement avec
Erwin Schrodinger le prix Nobel de physique en 1933.
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Chapitre 23 La fonction Delta (de Dirac)

De sorte que :

s —s(a+k) —e
L O e :P—}

ks

23.2. Définition de la fonction Delta (ou de Dirac) :

On introduit alors la fonction delta par :

8t-a)=1im/Ai®

k—0

23.3. Transformée de Laplace de la fonction Delta :

La transformée de Laplace de la fonction delta (ou de Dirac) est alors :

e[6(t-a)]= lim[e-su [1 _;ky D o

k—0

EXEMPLE :
Soit a résoudre 1’équation suivante dont I’entrée forcée est une impulsion (fonction de Dirac) :

y'+3y+2y=90(t-)
»(0)=0
y'(©0)=0

SOLUTION :

1% et 2™ étapes combinées pour aller plus rapidement:

—0.S
! e H0(s+3)+ 0 |=—2
€

i peaeveymy R UChat) Ay Ul by
(S +3s+2) RG) 00 ra) YO (s+1D(s+2)

—
fonction caractéristique

3 éme

étape : Simplification des termes et transformée inverse pour obtenir la solution temporelle.

- o e*IZS o efas o efas
yo=elre]=e {(s+1)(s+z)} ¢ {(S+l):l ¢ {(Hz)}

)= "OUlt-a)-e TP U(t-a)
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Equations différentielles Chapitre 23

EXERCICES

Observons 1’effet des perturbations causées par des entrées impulsionnelles dans certains circuits électriques et
autres systemes du second ordre. Soit donc des circuits qui sont modélisés par les équations ci-dessous et qui
subissent un entrée forcée de type impulsionnel (fonction de Dirac). Donner 1’expression de la fonction de sortie :

Y'4+2y+5y=0(t-1)
1. {y(0)=2

y'(0)=-4

y'+yy=06(t-m)
2, y0)=2

y'(0)=0

Y45y +6y=U(-1)+5(-2)
3. {»(0)=0

y'(0)=1

QUESTIONS ET PROBLEMES

Donner I’expression temporelle de la différence de potentiel (d.d.p.) dans le condensateur lorsqu’un circuit
RLC série est soumis a une impulsion de Dirac a I’instant t=2. Pour cela faites vos calculs en prenant pour valeur des
composants : R=1 ohms, C=1 farad et L=1 Henry. Les condition initiales sont y(0)=0 et y’(0)=0.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

24. DERIVEE ET INTEGRALE D’UNE TRANSFORMEE DE LAPLACE

Dans un précédent chapitre (21), nous avons traité la transformée d’une fonction dérivée et d’une fonction
intégrale de ’espace des temps. C’est-a-dire que nous avions cherché la correspondance dans I’espace des phases
pour chacune de ces fonctions, de sa dérivée et de son intégrale. Cette fois-ci nous regardons I’'impact dans le
domaine temporel lorsqu’on prend une dérivée ou la primitive d’une fonction de I’espaces des phases.

24.1. Dérivée d’une transformée

THEOREME :

Si f(¢) satisfait a la condition pour I’existence d’une transformée de Laplace (i.e. f(¢#) continue par morceaux

sur ] 0, +00[ et | f (t)| < Me¥" sur ce domaine, alors la dérivée de la transformée (ne pas confondre avec transformée

de la dérivée!) est :

=00

F'(s)=- je‘sf 1.f ()t

t=0

DEMONSTRATION :

Voir dans le livre de Courant & John : «Introduction to Calculus Analysis» vol. 1 et 2. Wiley-Intersciences,
1974.

Il s’ensuit qu’on peut réécrire ce résultat sous une forme plus pratique d’utilisation :

L [F(s)] =-t.f @)

ce qui nous permet de comparer avec le résultat pour la transformée de la dérivée d’une fonction temporelle :
L[f®O]=sF)=f0) < L[sF(s)=f0O)]=£'0

Il y a alors une anti-réciprocité, puisque si on prend la dérivée dans le temps, il suffit de multiplier pars dans
les phrases. Mais lorsqu’on prend la dérivée dans les phases, il faut multiplier par —t dans le temps.

CERTAINS RESULTATS:

Voici un tableau de correspondance pour quelques résultats de dérivées dans I’espace des phases avec leurs
homologues dans I’espace des temps:

Q) F(s)
L(sina)t — .COS (W) ;
20 ' (5% + )2

t . s
%(Sln CU[) (S2+—w2)2
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Chapitre 24 Dérivée et intégrale d’une transformée de Laplace

f@ F(s)
1 §2
——(sinax + ar.cos w .

EXEMPLE :

Soit a montrer qu’on obtient les résultats du tableau ci-dessus en utilisant la propriété de la transformée de la
dérivée dans I’espace des phases.

SOLUTION :

Commencgons par poser : L [sin a)t] = 2& =F(s)
s

+

et par le théoreme de dérivée de la transformée:

. d w 20 .
L [t.sma)t] = —E[SZ +w2] = R =-F'(s)

Ce qui nous permet d’obtenir aisément le résultat du deuxieme élément de tableau :

L_1 I:m} = i(z‘.sin wr)

On procede de méme pour L [t.cos aJt] :

d s s? -’ ,
L[t.cosa)t]=—$(s2+w2j=(sz+w2)2 =-F'(s)

1 _ s*+ o
s2+ o (s2 +w2)2

. I .
or on sait que : L {—sm ax} =
w

soit alors en combinant :

L[; coscor + Lsin w} () ) | 28
' (s* +a)? (s* + o)’

w

Ce qui nous permet d’obtenir le résultat du troisieme élément du tableau :

L™ [(sz-f—wz)z} = i[wt.cos wr +sin w]

et maintenant en combinant différemment :

L{—t CoS r +lsin az} = (s’ —aP) +(s* +&?) _ 24
' w (s* +a*)? (s> + )’

- page 2 -



Equation différentielles Chapitre 24

d’oti le résultat du premier élément du tableau :

4 1 1 .
L I:(sz_l_wz)z}—za;[—a)t.cosalﬂmw]

24.2. Utilisation de la dérivée dans I'espace des phases pour résoudre les
équations différentielles a coefficients non-constants :

Si les coefficients p(¢) etq(t)ne se résument pas a des constantesa etb respectivement dans I’équation
différentielles : y"+ p(¢)y'+q(t)y =r(t), mais représentent des polyndmes d’ordre limité, alors il est possible de

résoudre cette équation de facon analytique en utilisant les propriétés qui suivent :

L[t.f @] ==F(s)
L[f'0)=s.F(s)=f(0)
L[f"®)] =s>F(s) =5.£(0) = £ '(0)

Des lors, on obtient :

d .
L[ey] = —E[Y(s)] =v'(s)
L[ty]= —%[S.Y(s) =3(0)] =¥ (s) +s.Y'(s)]

L[y = —%[sz.m) ~5.9(0) - y'(O)J = {2s.Y(s) +52.Y (5) —y(O)J

On voit alors que si les polynomes p(z) et g(¢) sont au maximum d’ordre 1 en?, et cela quelque soit ’ordre de
I’équation différentielle dans I’espace des temps, alors on peut ramener cette équation différentielle a une équation
différentielle d’ordre 1 en s dans I’espace des phases.

Si les polynomes p(f) etg(¢) sont au maximum d’ordre 2, et cela quelque soit I’ordre de 1’équation

différentielle, alors on peut ramener 1’équation différentielle a une équation différentielle d’ordre 2 dans I’espace des
phases.

EXEMPLE :

Soit a résoudre 1’équation différentielle de Laguerre : t.y"+(1—1¢).y'+n.y =0

SOLUTION :

En utilisant la transformation de Laplace, et la propriété de dérivée de la transformée, nous obtenons alors
I’équation différentielle suivante dans 1’espace des phases :

—[2s.Y(s)+s2Y'(s)—y(0)J Y (5) =y(0)] Y (s) +5.Y (5)] +n¥(s) =0
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Chapitre 24 Dérivée et intégrale d’une transformée de Laplace

soit encore :
(s=s)Y'(s) +(n+1-5)Y(s) =0

Des lors, par séparation des variables :

dY(S)=(n+l_sj.ds={ n —lj.ds=(L—n+lj.ds
Ys s(s—1) s(s=1) s (s—l) K

et la solution dans I’espace des phases est alors :

d’oui la solution correspondante dans 1’espace des temps :
- =" ! -
gm=L1“ i ﬁlip%q
(s)n n! dt

N
Ly =L" {((Ss)olﬂ } =1

On obtient ce qu’on appelle les polynomes de Laguerre :
L(1)= ii[;%"}
" n!dt

PREUVE :

(s-D"|_é d
n!dt

Nous allons démontrer que nous obtenons bien : L_l[ — ———[t"e_r} . Pour cela il suffit de voir
(s)

que :

L[tne—f}:l_[tn_g(l)}:(_DnGm)(s):(_l)n[ 1 jw):( n!

s+1 s+1)"

eme ds

Si on considere qu’il s’agit d’une fonction g () = ¢~ multiplié part” ; ce qui correspond 2 la dérivée n' une
fonction G(s) =L [e"} dans I’espace des phases.
Par ailleurs, on aurait pu considérer la fonction/(¢) =¢" ayant subi un facteur multiplicante™ ; ce qui

correspond a une translation de (+1) dans I’espace des phases.

L [t"e_tJ =L [h(t).e_’J S

(S +1)n+1
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Equation différentielles Chapitre 24

Ce qui nous ameéne exactement au méme résultat. Pour ensuite obtenir le terme s” au numérateur, il nous faut
donc dériver la fonction du temps n fois :

| k=n-1 nvsn
Ll@"eH™ | = P L sEyT1O )y =——"_ +0
|: :| (S +1)ﬂ+1 pa (S +1)n+1

11 suffit maintenant de réaliser une translation de (-1) dans I’espace des phases :

nl(s=1"

L [(t"e_t)(").e”J = I

D’ou le résultat :

ey e |2

n! (s)"™"!
—_
polynéme de Laguerre

EXERCICE GUIDE :
(t=1.y"®) +y'(t) —1.y(r) =0
Soit le probleme avec conditions initiales suivantes : < y(0) =0 . Trouver I’expression de
y'(©0)=0

la réponse temporelle en utilisant la transformation de Laplace et le théoréme de dérivée de la transformée.

SOLUTION GUIDE :

1) Appliquer la transformation de Laplace sur chaque terme :

L[-tv)] =
L[y'®)]=

d
Li(z-1)y"®) |=—— - =
(1)) =4 )| |
2) Réintroduire pour trouver 1’équation dans 1’espace des phases :
( )t ( ) +( )=0

3) Regrouper en fonction de Y (s) et de Y'(s) :
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Chapitre 24 Dérivée et intégrale d’une transformée de Laplace

( Y '(s)+( )Y(s)=( )

4) Résoudre 1’équation différentielle dans I’espace des phases et donner 1’expression de la solution ( dans
I’espace des phases) :

Y(s)=( )

5) Exprimer la fonction temporelle correspondante :

V(0= )

Vérifier avec le résultat suivant :

wt)=e" VU@ -1

24.3. Intégrale d’une transformée

(section facultative pour GEN-0135).

THEOREME :
Si f(¢) satisfait & la condition pour I’existence d’une transformée de Laplace (i.e. f(¢) continue par morceaux
sur] 0, +00[ et| f (t)| < Meé¥! sur ce domaine, et que la limite deM existe lorsquer — 0*, alors I'intégrale de la

t
transformée (ne pas confondre, ni avec primitive de la transformée, ni avec transformée de la primitive) existe et
vaut :

T 0
o e s t
F(8)ds = Je ”.f dt
et o ! Attention a cette borne qui distingue

notre intégrale de la primitive!

DEMONSTRATION :

Voir de nouveau dans le livre de Courant & John : «Introduction to Calculus Analysis» vol. 1 et 2. Wiley-
Intersciences, 1974.

1l s’ensuit qu’on peut écrire, sous une forme plus pratique d’utilisation :

Lt [ FGas =@
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Equation différentielles Chapitre 24

Ce qui permet de compare avec le résultat avec la transformée d’une primitive de fonctions du temps :

L If(r).dr LG, L‘l{@}: If(r).dr
0 § § 0

EXEMPLE :

Soit a trouver la transformée inverse de la fonction des phases suivante : G(s) =1n [1 +—2J .
s

SOLUTION :

Si nous dérivons cette fonction dans 1’espace des phases:

1 W’ 208 2 2s
-G = (-2)— = =_ -
® [ wzj( )s3 s(s2+a)2) N (s2+0.)2)

=F(s)

1+
N

Cela nous a permis de reconnaitre certaines formes élémentaires et par conséquent leurs éléments
correspondants dans ’espace des temps :

2 2s

_ -l -1~ _
fo=L"[F)]=L L RN

:I =2-2coswr.

Mais nous ne devons pas perdre 1’objectif que nous devons évaluer la transformée inverse de G(s) . Or on

constate que G(s) est I’intégrale (et non pas la primitive) de F(s) :

§=+00 5=+
G(s) = _[ F()ds = J ~G'(5)d5 .
De sorte qu’en utilisant la propriété de I’intégrale dans ’espace des phases : L! F(8)ds :M, Cela

t

§=s

nous conduit a :

Lt [G(s)] = @ =%(1 —cosa)t)

VERIFICATION :

On obtient absolument le méme résultat en utilisant la propriété duale sur la dérivée dans I’espace des phases :

LG9 =-1g®) = L7[-G'(s) =t.8() =L" [2 25

P _m:| =2 —-2coswxt .
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Chapitre 24 Dérivée et intégrale d’une transformée de Laplace

Et par conséquent :

g =%(1 —cosa)t) .
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Equation différentielles Chapitre 24

EXERCICES
En utilisant le théoréme de dérivée de la transformée, calculer la transformée de Laplace des fonctions
suivantes :
1. f(r) =4 .
2. f@r)=3%".
3. f(@)=trcosar.
4. f(t)=tsinwr.
5. f(t)=tcoshat.
6. f(t)=tsinhat.
7. f(t):t2 CoSQr .
8. f(t)=r*sinhar.

10.

11.

12.

13.

Trouver les fonctions temporelles pour les fonctions de phase suivantes :

F(S)z;z'
(57 +4)

_ s+2
F(s)—ln[sHJ.
F(s)=——.

(52 +16)
2
F(s)=In S_+22
(s+4)
F(s)=——>

(-4)
QUESTIONS & PROBLEMES

Indiquer dans quelles conditions dans I’espace des temps, une équation différentielle se transforme en une autre
équation différentielle dans 1’espace des phases, et non pas simplement en une équation linéaire.

Quelle serait ’ordre de I’équation de 1’équation différentielle dans 1’espace des phases si p(¢) ou g(¢) est un
polyndme de degré 2. Donner la forme de cette équation pour y"(¢) + p(¢)y'(t) + g(¢) y(¢) =0en utilisant

p(t) = ayt® +ayt +ayetq(t) =b .

A T’aide des résultats dans le tableau des correspondances, montrer qu’alors la transformée inverse

est: f(t) =L(t.sina)t - w’.cos @) .

de F(s) = o

s
(s> + )’
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25. LA TECHNIQUE DES FRACTIONS PARTIELLES

La plupart du temps, la transformée de Laplace se présente sous la forme d’un rapport de polyndmes. I1 suffit
pour cela de se rappeler la forme de la solution dans le domaine des phases :

y'tay'tb.y=r(t)

1
¥t =19) =K, Y= ———— [R(s) +(s +a).y(t =0) +y'(t =0)]
Ve — _ (s +as+b)
y'(@=1) =K N

fonction caractéristique

C’est a cause de la fonction caractéristique qui se retrouve au dénominateur. De fagon générale, on écrira la
fonction de sortie dans le domaine des phases par :

N(s)

Y(s)= Ds)

Chacune des valeurs de § qui annule soit le numérateur, soit le dénominateur, s’appelle une racine. Chacune
des valeurs de s qui annule le numérateur est appelé un zéro. Chacune des valeurs de § qui annule le dénominateur est
appelé un pole.

L’idée consiste alors & mettre I’expression du dénominateur sous forme d’un produit de facteurs ou apparait
chacune des racines :

D(s)=(s = p))(s —py)..(s =pi)..(s =p,)

Ceci permettra de décomposer Y (s) sous la forme d’une somme de fractions simples. Dans tous les cas qui
vont suivre nous considérerons que N(s) est d’ordre polynomial inférieur a D(s). Si ce n’est pas le cas, il faudra
d’abord extraire la partie entiere par division polynomiale. Puis traiter uniquement la partie fractionnaire.

EXEMPLE : SEPARATION DES PARTIES ENTIERE ET FRACTIONNAIRE
52+ 25t +52

Soit a séparer les parties enticre et fractionnaire pour : ¥ (s) = ——F——
s”=3s" +3s -1

SOLUTION :

Appliquer la division polynomiale, tant que le reste est supérieur au égal au dénominateur :
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Chapitre 25 Technique des fractions partielles

Dividende 2 Quotient
~ s
Y)s” —3s° +3s -1
s -3s* +35° —sz) ~
Reste

- 5° =3s? +35 -1

(ss —155 +155° —ss)

Diviseur

12

125 —13s> +5sjs3 -3s2 +3s -1

(12s3 — 3652 +36s —12)

2357 =315 +12
Reste inférieur au

d’ou le résultat : diviseur

S pct 42 2 _ +
Y(s) = 3s 22s ST 2 iselne 233s 231s 12
s~ —3s” +35 -1 Y s” —3s” +35 -1

partie fractionnaire

partie entiere

25.1. Cas 1 : tous les péles p, sont des racines simples ( distincts) :

Dans ce cas la forme décomposée de Y (s) sera :

Y(s)= N ) N . S, ¥
(s=p)-(s=p)-(s=p,) (s=pp) (s =pe) (s =py)
Chaque coefficient A est obtenu par la méthode des résidus :
. N(py)
A = limes —poY () =
«=limG D(pp)

S = Pk
et la solution dans le domaine temporel est immédiat :

y(t) = Are”! + A et AL +L+A e

EXEMPLE :

s+1

3

Soit a trouver la solution dans le domaine temporel de : Y (s) = —————
s”+s° —6s

SOLUTION :

1) Mettre le dénominateur sous forme de produit :
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Equations différentielles Chapitre 25

s+1 _ s+1
50+ 52 —-6s S(s—2)(s+3)

Y(s) =

2) Mettre Y () sous la forme d’une somme de fractions partielles :

Y(s) = s+1 :ﬁ+ A, N Ay
s(s=2)(s+3) s (s—2) (s+3)

3) Résoudre les coefficients par la méthode des résidus :

. . (s+D 1
A = Y = - ==
i IHPS (s) l}gl (s=2)(s+3) 5
. . (s+1) 3
A, = -2)Y = =+
) I}gl(s ).Y (s) l}gl proE + m
. . (s+1) 2
Ay = 3)Y = =
S b T RE
4) Exprimer la solution dans les phases :
s+1 11 3 1 2 1

Y(S):—:—— -
s(s=2)(s +3) 6s 10(s—-2) 15(s+3)

5) Exprimer la solution dans le domaine temporel grace a la table de correspondance :

3 2 .
+2 2 3t

|
H=—-= =
YO ==+ 0¢ T15¢

REMARQUE :

Dans le cas comme celui-ci, ou les racines ne sont pas nombreuses, on aurait pu obtenir les coefficients des
fractions simples par identification en re-multipliant pour retrouver le dénominateur commun.

25.2. Cas 2 : il existe un péle p, qui est une racine de multiplicitém :

N(s)

C’est adire que : Y (s) = —
s p)t

alors la décomposition en fractions simples sera :

A Ay

Akl 2 m +

+ 3 +... +
=p) (s=p) (s=—p)"

Y(s)=..+

Avec les relations suivantes pour obtenir les résidus A, :
i
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Chapitre 25 Technique des fractions partielles

A, =limG - p)" Y ()

m
§ = Pk

l,. d m
A, :ﬁhmg(@ )Y <S>)
S Pk

m=i

— (=P ¥ )

1 . d
A =
g (m—i)!l}}}} ds

m—1

_ 1 . d .
Akl - (m—l)!hmdsm—l ((S pk) -Y(S))

S Dy

EXEMPLE :

s* =45 +4

Soit a trouver la solution dans le domaine temporel de : Y (s) = ———
s7(s—=2)(s—1)

SOLUTION :
1) Mettre le dénominateur sous forme de produit : C’est déja donné comme tel dans le probleme.

2) Mettre Y (s) comme une somme de fractions partielles : On voit qu’il y a une racine double pour s =0

Des lors la décomposition sera :

s —4s% +4 LA LA, A A

Y(s)=— "
) sSs=2)(s=1) s s (s=2) (s-D)

3) La détermination des coefficients va donner le résultat suivant :

. L. (P -4st+4)
Az = hm[sz.Y(S)J _hm (s=2)(s-1) 2

s-0 s-0
1y, dp, 1. d[(sP-4s7+4))
e lim Lo lim ] 5 )

(s=2)(s -1
. . 3442 44
A =limlG -2 )] :hmw =1
s-2 s-2 s (S_l)
. . (s°-4s> +4)
Ay = -1.Y = - T =-]
s=limle -0 el=lim™z
4) D’ou le résultat dans 1’espace des phases:
3_4.2
Y(S) :2S4—S+4 :E.{-%_ 1 - 1
sS(s=2)(s+3) s s° (s—2) (s-D

5) La solution dans le domaine temporel est alors :
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y(1)=3+21 —e* —¢'

EXERCICE GUIDE :

s3+25% +1

Trouver Iexpression dans le domaine temporel de : Y (s) = ——F——
s”=3s" +3s -1

SOLUTION GUIDE :

1) Mettre le dénominateur sous forme de produit :

s3+25% +1

Y =
O = 6= - )

2) Mettre Y(§) comme une somme de fractions partielles :

Al 1 Al 2 Al3

2 +2s52 +1 ( + + )
+ + +
(s=) (s= ) (=)

Y(s) = =1+
(s= )s= Xs— ) (s= )= )~ )

3) Détermination des coefficients : N’oubliez pas qu’il v a ici une partie entiére.

)

3 L.«
|:(S— )Y(s)i| —a}}pl) ( ) =

1,.
As==11m
O!sﬂ( )

_l . i 3 :l . i ( + + ) _
A”_l!sl}(m)ds[(s ’¥e)] l!hl(rn)ds[ ( )J

1. d? 3 1. dP(( + + ))
Au-ahnxds—z[“‘””Sﬂ-allrn)ds—z(( )

Yo Yo

4) Expression dans 1’espace des phases sous décomposition en éléments simples:

53+252+1 1 1 1
Y(s)=———— =1+ + +
W= e [ j(s— ) [ j(s— 7 ( ](s— y

5) La solution dans le domaine temporel est alors :

() =

Comparez alors avec le résultat suivant :
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Chapitre 25 Technique des fractions partielles

y(1) = O(t) +5¢' +Tte’ +4r%e'

25.3. Cas 3 : il existe une paire de pdles p, et p,., = p, qui sont des complexes
conjuguées :

N(s)
(s = p (s = pCn

Y(s)=

Des lors la forme décomposée en éléments simples est :

*

A A

Y(s)= ..+ 4
(s=pr) (s=pp)

REMARQUES :

* . . . .
- Les coefficients A, et A, sont cette fois-ci des nombres complexes et ne sont que circonstantiellement des
nombres réels.

A, A __ Cs+D y p=atjp
- Ilest équivalent d’écrire = (s—p,) (s—p;) (s—a)’ +f> p=a-jB

Exercice a faire par les étudiants : démontrer la relation ci-dessus et donner 1’expression deCetD en
fonction de A, et A !

Et les coefficients A, et A, sont identifiés par :

A= lim(s —pi)Y(s)

S — Dy

A= lim(s - )Y (s)

s~ py

Oou encore par :

C(a+jB)+D =]im(s ~po)(s =p)Y (s)

S = Pk

EXEMPLE :

m.y"+k.y =K, sinwr
Soit a résoudre le systéme mécanique suivant : { y(0) =0
y'(0)=0
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SOLUTION :

1) 11 s’agit d’un systéme non-amorti. Des lors on le pose sous la forme canonique pour le résoudre :

kK, . ey = Ksin
pak Ko G Y'+afy =Ksin
m m

¥(0)=0 - " KN Y= [2’(“’ j
¥(0)=0 ¥(0)=0 (5% +ag )\ 5" 4o
y'(©0)=0
Pulsation différente
2) Soit par la mise en fractions partielles: de W,
Y(s) Kw _ Cs+D + Ms+N

T D) @) (D)

et passage a la limite pour Cs+ D :

Kw Kw

C(jay) +D =[im(* + @)Y (s) =] =
@*P=lim “ hme o~ -a
Ce qui nous permet d’identifier :
Cc=0
Kw
D=——
(@ - af)

En procédant de la méme facon pour Ms+ N :

Kw -Kw
M(jw)+N =13m(s* + )Y (s) =] =
lim lim o " - a)

Des lors, on identifie que :

M =0
Kow

2

(W - )

D’ou I’expression en fractions partielles de Y (s) :

Y(s)= K% 11
W - (s*+af) (5°+d)

3) et la réponse temporelle correspondante est :
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Chapitre 25 Technique des fractions partielles

y(t) = —%sin w,t —Lsin w

(@ - af) (- &)

ATTENTION :

N’oubliez pas qu’on cherche a identifier C, D, M et N pour réécrire sous la forme :

Cs+D Ms+N . Surtout ne pas écrire : Y(s)=C(]2ab)+D+M(2jw)+N
(s*+ap) (s +aP)

Y =
W= v e

, ce qui est tres

différent!

25.4. Cas 4 : il existe une paire de péles p, et p, ., = p, qui sont des complexes
conjuguées de multiplicité2 :

N(s)

Y(s)= P
= p) (s =) e

Dans ce cas la forme décomposée de Y (s) sera :

A A A A
R, S S 7 N 7

(s=p) (s=pp) (s=p)? (s—p)?

Y(s)=...+

ou encore : en combinant les complexes conjugués :

_ Cs+D As+B , pr=a+jp
Y(s)= Tt 2, p22 st * :
(s—a)y" +p° ((s—a) +B7) p=a-jB

et la détermination des coefficients se fait comme suit :

A(p)+B =(@A+B) +j(BA) =[im(s —p)* (s —pi)2 Y (s)

S Py

ES 1 . *
A+(p, = p)(C.py +D) =(A =28°C) +j(2aBC +28D) =;11m%[<s (s P Y ()]

Ts-py

EXEMPLE :
Soit ’exemple précédent mais dont I’entrée forcée est de la méme fréquence que la fréquence de résonance :

m.y"+k.y = K, sin ayt
y(0)=0
y'(0)=0
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SOLUTION :
1) mise sous forme canonique ; Pulsation forcée (u = pulsation
propre &J, du systeme
y"+(u§y =Ksin %:\jﬁ
1 20
y(0)=0 , avec m - Y(s)= > {K 5 }
' K sT+ s+
() =0 _Ky (s> +ap) (s> + )
m fonction caractéristique
Décomposition en fractions partielles :
Kay _ Cs+D As+B

Y(s) = = +
Wt i) @)

et passage 2 la limite pour As+ B :

Ajay) +B=]im* + &)Y () =[imK @ =Ka,
s e s~ ja

Ce qui nous permet d’identifier :

A=0
B=Kaq,

Par la suite, pour identifier Cs + D:

Av2jay(Ca)+D) = [im S + @ Y0) | = [im 5 1K @] =0
s— jay sojay 4

Ce qui nous donne :

Cc=0
D=0

et donc I’expression en fractions partielles de Y (s) est :

Kay
Y(s)=——2
(s) R

3) et la réponse temporelle correspondante est d’apres la table des dérivées dans I’espace des phases:

)= L_1|: Kay :l = 21;) [Sina)ot— ayt.cos ar]

(SZ +a€)2
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Chapitre 25 Technique des fractions partielles

25.5. Demonstration pour le calcul des coefficients :

Cas1 : 1 péle réel de multiplicite 1 :

Vi =z

(8P (s=pr)

en multipliant par :
(s = pY (5) =(s = p W (s) + A

et en faisant tendre vers la limite, nous obtenons :

A= 1im(s —pi)Y(s)

S — Dy

Cas 2 : 1 péle reel de multiplicité m :

A A
k, k.
L+ d +...

A
. -
(s=py) (s=p)'

m

+
(s =P )"

Y(5)=W(s)+

m .

Pour obtenir le terme A, , il suffit de multiplier Y'(s) par (s— p, )

(s=p)"Y(s) =(s = p)"W(s)
Hs = )" Ay e (s ) T A e Hs P A A

et faire tendre vers la limite :

A, = hm(s - p)"Y(s)

S = Pk

Pour obtenir Ak Lo il suffit de dériver I’expression :
d m m ' m-1
—[(s _— Y(s)} =(s= p)" W () +m.(s = p )" W(s)
ds
+Hm =1)(s = p )" 2 A+ m =i)(s —p )" T T A L HA

Et en prenant de nouveau la limite :

1.. d .
At = ﬁllmg[“ = Di) Y(S)}

S — Dy

Pour obtenir A, , il faut dériver I’expression une seconde fois :
m=.
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2

6=V ] = 6= p" W) +2ms = p W) mm =1 = )W)
S

+Hm =1)(m =2)(s =p)" 7 A+ H(m =i)m =i H)(s p)" T A
)5~ p) A+ DDA

De sorte que 1’on obtient :

1,. d? m
A zahmd—[(s ~Pi) Y(S)J

2
S — D S
Et successivement, nous avons une formule générale :

(m=i)

(m=i) |:(S ~ Px )mY(S):|

1.
A = (m—i)!llmd

S — Dy S

Cas 3 : 1 paire de péles complexes conjuguées de multiplicité 1 :

Y(s) =W(s) + Cs+D , avec {pk =a+ip et {CDR

(s—a)* +B° pe=a-jpB poR
et (s—p)(s = p )Y (s) =(s —p)(s —p )W (s) +Cs +D
si on fait tendre s — p, , alors (s — p;)(s — p: )W (s) - Oetil ne restera que le terme :

C(p)+D =C@+jB)+D =]im(s —p)(s =p)Y ()

S — Dy

Cas 4 : 1 paire de péles complexes conjuguées de multiplicité 2 :

Ao0R
pe=a+jp BOR

Y(s)=W(s) + CS;D >+ As+B avec ‘ S et
s=a)” +B pe=a-jB coR

U (s-a +7)" R
DO

Le reste de la fraction ne
contenant pas la racine p,

et alors :

(s= P (s =p)2Y(s) =(s = ) (s = p ) W(s) +As + B+ (s = p,)(s = p; )(Cs +D)

De sorte que :

limG =P (s = p)* Y () =A(py) +B

§ = Pk
=A@ +jB)+B
=(@A+B)+j(BA)
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ce qui permet d’identifier A et B. De méme, en dérivant I’expression:

d * * £ £
6P 6=V 5) [=265=p0 (5= PO W) +2s =p)(s =P W) #2s =py (s —pIW ()

+(s = p)(s = p)C +(s =p)(Cs +D) +(s —p)(Cs +D)
+A

et en passant a la limite :

. d . .
hmg[(s— PO = pPY ()| 04040+ 040 Hp, —p)(Cpy +D)  + A
S = Pr

= A+2jB(C(a+jB) +D)
=(A-2B°C) + j(2aBC +28D)

Ce qui permet a présent d’identifier C et D.

CONSEIL :

Nutilisez pas les fonctions supplémentaires R(s) et S(s) tels que montrés dans le Kreysig car ils encombrent
davantage 1’esprit par surcharge de variables. Vue la densité du cours, vous n’aurez pas le temps d’assimiler leur
signification.
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EXERCICES

Utiliser la technique des fractions partielles pour trouver la réponse temporelle y(#) correspondante pour

chacune des réponses de phase Y(s) suivantes :

I S
1. Y(S)_(s—3)(s—l) .
2. Y(S):(s—_l)_
(s=2)(s-3)
3. Y(s)= (S_Z)z.
(s=3)
4. Y(S):ZL
s°+2s5—-6
5. Y(s)= 5—2 .
s°+4s
6. Y :i_
) (s—1)°
7. Y(s)=——.
(s+D

s> =352 +25 -5

8. Y(s)=—=— " -
O -y

st + 3(s + 1)2

9. Y(s)=
) s4(s+1)2
4 12
10. Y(s):w_
(s+1)(s=2)

Résoudre les équations différentielles suivantes avec conditions initiales par la transformée de Laplace:

Yi'="Nn
V2 =ty
»(O)=1"
y,(H)=0

11.
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v '+ y, =sint
12. yz'—ylzcost_
»(0)=0
¥, (0)=1
=2y 13y,
13. Y2'=n—»m
»(0)=1
¥, 0)=1

2y'=y,'=y;' =0

ity =4r+2
14, Y=y =+l

»(0) =1

¥,(0)=0

¥;(0) =1

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Qu'est ce qu'une racine?
2. Qu'est ce qu'un pole?

3. Qu'est ce qu'un zéro?

4. Ecrire en phrases la procédure a suivre, pour décomposer un rapport de fonctions : en fractions partielles.

D(s)

Montrer qu'on obtient les résultats suivants en utilisant la technique des fractions partielles:

. 1 1 . .
5. L! -7 =—3(coshatsmat—smhatcosat).
Ls"+4a” ] 4a
_1_ N __ . .
6. L - ——2(51nhats1nat).
L s +4a” ] 4a
-1 S2 _ . .
7. L' |— ——(coshatsmat+s1nhatcosat).
4 4 4
B +4a | 2a
-1 S3 _
8. L - =coshatcosat .
B +4a
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

26. SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES : RESOLUTION
PAR ELIMINATION DES EQUATIONS D’ORDRE >1

26.1. Introduction :

Dans un systeme complexe, il se peut qu’on veuille observer 1’état en plusieurs points du systéme a la fois.
Dés lors on a une équation différentielle pour décrire le comportement de chaque point en question. Cette équation
contient non seulement la variable et ses dérivées du point en cause, mais comporte également les variables et les
dérivées des autres points, a cause de I’interdépendance dans un systéme. Ainsi, pour chaque point nous avons une
équation différentielle. L’ensemble forme alors un systéme d’équations différenticlles. Pour le résoudre nous
abordons ici une technique d’¢élimination des équations d’ordre plus ¢élevé que 1. En fait nous allons transformer une
équation d’ordre 71, en 11 équations d’ordre 1.

26.2. modeélisation d’un systéme complexe :
EXEMPLE :

Nous allons prendre comme exemple un systéeme mécanique de translation avec 2 masses et 3 ressorts
disposés selon la figure ci-dessous :

v,(t) %, v,(1)

k
<

Graphe linéaire associé

NOTE :

Chaque ¢élément réactif ajoute un degré dans I’équation différentielle, 8 moins qu’il ne constitue avec un autre
¢élément réactif de méme type, un nceud trivial (ici le noeud trivial est le noeud de référence puisque k, +m, forme un

combinaison identique a k5 +m, ).
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Chapitre 26 Systémes d'équations - Résolution par élimination d'équations d'ordre > 1

On veut alors connaitre le mouvement des 2 masses () et »,(¢). Les équations de nceud

((Z forces) =0)sont:

{ —-my "=k —ky(y—y,)=0
+hy(n =) —myyy "= k3y, =0

Ce nous permet de réécrire sous la forme normalisée suivante :

k+k k
n" ===+ )y,
m m
" k ky +k
W= "‘(—2))’1 —( 23 L)
my my
Soit sous écriture matricielle :
k+k k
n" _(#) (;2) y
1 1 1 1 "
- 1 e L
Y2 k, kot ks Y2
(— (=)
my my

Nous verrons plus tard qu’il y a des techniques (cours de Signaux et Systémes) pour construire rapidement
cette matrice.

26.3. Résolution directe :

Etant donné qu’il s’agit d’un systéme a coefficients constants, on peut obtenir la solution homogéne en
introduisant la forme vectorielle suivante:

ou [X ] est un vecteur de constantes (on se rappellera que dans le cas d’une fonction unique, nous avions

introduit la forme solution par : y = 1M ). Aussi les dérivées successives sont :

[Y]=[x]e"
[¥']=A[x]e*

Q

Et le systéme d’équations devient :
A2 [X]eM =[4]*[x]eM

Le probléme revient maintenant a trouver les valeurs propres k; et les vecteurs propres associés [X i] d’un

systéme matriciel (voir dans le cours d’algebre linéaire et matriciel de votre curriculum) :
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[4]*[x]=2*[x] o  (4]-«[1)*[x]=0, avec Kk=2A7

Afin de simplifier un peu I’écriture pour la suite de la démonstration, nous allons fixer la valeur des
éléments :
m=m, =1 Kg.
ki=ky=1 Nm™
ky=2 Nm™

De sorte que la recherche des valeurs propres va donner :

{—3—;« 2 }*[X]:O

2 -3-K
On sait qu’il existe des solutions non-triviales si le déterminant est nul :

‘—(3 +K) 2

=0 = (G+)’-22=(k+5)K+)=0 = {
2 ~(3+K) Nl gl

équation caractéristique

Pour chaque valeur propre, nous avons un vecteur propre associé :

K=-1 = (4]-x)*[x]=0 ‘ ) —G-1) Lm}_{o} = [Xl]_|:1:|
et:
_ _ % _ _(3_5) 2 % X791 _ 0 _ 1
K,==5 = ([4]-Kx)*[X,]=0 ‘ 2 _Gos) LZJ_M = [Xz]—{_l}

et la solution homogéne est alors :

[Y] :|:j:1 :| =G [Xl].e-”\/’(—l‘t +C2 [Xl]eii\/K—l't +C3 [Xz],eH Kt +C4 [Xz]eﬁ\/’(—z.t
2

c'est a dire numériquement :

[¥] ={y1 } =B}(Acos\/f.t+Bsinx/f.t)+|:_ll}(M cos~/5.1+ Nsin~/5.1)

2

CONSTAT :

Il apparait que nous avons quatre solutions indépendantes et non pas deux dans la solution homogene,
pourquoi ? Eh ! bien c¢’est parce qu’il s’agit en réalité d’un systéme d’ordre 4. Le systéme comporte 5 éléments
réactifs : 2 masses et 3 ressorts et on aurait donc dii avoir un systéme d’ordre 5, mais le fait que le nceud de référence
réceptionne 2 branches de méme type (k, +m,d’un coté et k; +m,de lautre), il devient un nceud trivial d’ou la
réduction d’ordre de -1. C’est donc un systéeme d’ordre 4 que nous avons mis en équation sous la forme de 2
équations d’ordre 2.

- page 3 -



Chapitre 26 Systemes d'équations - Résolution par ¢limination d'équations d'ordre > 1

26.4. Résolution par transformation des équations d’ordre plus grand que 1 :

En poursuivant dans la méme veine, on aurait pu modéliser ce syst¢tme d’ordre 4 en dressant 4 équations
d’ordre 1, au lieu de 2 équation d’ordre 2, ce qui nous éviterait de traiter des équations du second ordre. Il suffit pour
cela de poser comme suit :

=y
n=y'

si y(") = F(t,y,y',y",...,y("_l)), alors poser q y; = p"
yu =y

De sorte qu’une équation d’ordre 77 se raméne a un systéme de 7 équations d’ordre 1 :

yy 1101000 [y]
00100
=0 0 0 1 0 [*
00001
L] | FOGYLY2sesny | [ V0]

Appliquons cette méthode a notre probléme mécanique de masses-ressorts. En posant :

Z1=N a'=y'
=y - '=n"
=0 z3'=y,"
2=y z'= 0"

nous obtenons alors un systéme a 4 équations du premier ordre suivant :

0 1 0 0
_(M) 0 (k_l) 0 A
| m m %] 22
zy' 0 0 0 1| |z
z k ky +k z
4 =) 0 _(u) 0 4
L ™ m, _
Posons la forme de la solution comme auparavant :
[2]=[x]e*
[Z21]=A[x]e"

Cette fois-ci, nous n’avons pas besoin de plus que la dérivée premiére de [Z]. Et[X]est un vecteur de

constantes de dimension 4. Il s’agit maintenant de trouver les valeurs propres et les vecteurs propres:

A[x]eM =[4]*[x]e* o  (4]-A*[x]=0




Equations différentielles

Chapitre 26
numériquement :
-2 1 0 07/[x -2 1 0 0
3 -4 2 0| |x 0] = 3 -4 2 0
0 0 -4 1| |x| 0 0 -4 1]
2 0 -3 -4 |x 2 0 -3 -2
d’ou les racines de 1’équation caractéristique :
-2 1 0 0
-2 2 0] |2 o =3
3 -1 2 0 P
0 0 1 1|FHO A LA 1 0]=2t4627+5=0
0 3 -4 |-3 -1 2
2 0 -3 -2
(K+5)(k+1)=0 A =+iNl
_ R+ A+n=0 = 1P l{
équation caractéristqiue 2'3 = +l\/§
Ay =+i5
et les vecteurs propres associés sont:
—i1 1 0 0 | [x, 1
3 i1 2 0 | |x i1
=+il = (4-4)*[x]=0 = * = [x]=
A [41-20°[x] A I EO
2 0 -3 1| Lms i1
N1 000 [, 1
3 i1 2 0| | xy —i1
h=-ill = (4]-4)*[x,]=0 = * = [X]=
BRANES R i It
20 -3 1| [P —if1
—i5 1 0 0 a1 1
3 -5 2 0 X3 5
=+i5 = (4]-k)*[x;]=0 = * = [X;3]=
z [4]-2)*[:] I I I S e
20 3 5| L —ix5
W5 100 0| [, 1
3 W5 2 0| |x -5
M=—i5 = (4]-4)*[Xx,]=0 = T2 = [x,]=
4 [4]-2)*[X,] o o w5 1| [Xal=|
2 0 3 5| L is

La solution homogene en [ Z] est alors:
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» 1 1 1 1
! +iv1 . —iv1 . +i\/5 . —i5 .
[z]= N =¢ ll\f .e+’ﬁ't+cz l{ e_"/T"Jrc3 l\( .e“\/g"+c4 l{ e
2 - -

»' +i1 —i1 —iJ5 +i/5

Nous retrouvons exactement les expressions pour y;(¢)et y,(¢); en plus d’avoir les expressions de leur
dérivée d’ordre 1 : y;'(t)et y,'(¢) .

26.5. Résumé du chapitre :

Dans ce chapitre, nous avons abordé la résolution d’un systéme complexe comportant des éléments réactifs
(chacun des éléments réactifs donne une dérivée ou une intégrale). L’ordre # du systéme est donné par le nombre
d’éléments réactifs non connectées en nceuds triviaux.

Pour résoudre ce systéme, nous avons le choix de poser une équation différentielle unique d’ordre 72, ou bien
de poser n équations différentielles d’ordre 1, ou encore toutes combinaisons entre les 2 situations (le cumul des

ordres de I’ensemble des équations donnant un total de 7 ).

Quoiqu’il en soit on devra toujours résoudre une équation caractéristique d’ordre 7 :
Ao A" o A+, A0 =0

pour trouver les n racines. Ces racines conduisent & n formes solutions indépendantes qui constitue la
solution homogene.
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EXERCICES

Trouver la solution générale pour les systémes d’équations suivants:

1 {yl =4y,

' =4
2 { n'=-2y,

»n'=2y
3. { N =n—-n

Yo =ntn

'=2y, -2
4. {)ﬁ N =42

Yo =ntn

Trouver la solution spécifique pour les systémes d’équation suivants avec conditions initiales :
5 {yl'=4yz {yl<0)=3

. avec

¥y ' =4y »(0)=1

6 {yl':_z)’z {ylm):l
. avec

¥ '=2y »(0)=2

7 {yl'=y1—yz {y1(0)=—1
. avec
Y2 =0ty »0)=2
8 {yl'=2y1—2y2 {yl(m:l
. ' avec
Y2 =0t »(0)=-1
QUESTIONS & PROBLEMES
1. Expliquez comment on détermine 1’ordre d’un systéme d’équations selon le nombre d’éléments réactifs ou
passifs dans un circuit.
L2
2. Soit le circuit électrique suivant : R rjl
. 4 c2

Montrer a travers les équations des nceuds qu’il s’agit d’un J— oo b, \—{ o
systéme du 5™ ordre. T T

o L
3. Soit le circuit suivant : -

Montrer a travers les équations des nceuds qu’il s’agit d’un . s
systéme du 4°™ ordre. m}_‘ ml
4. Dans quels cas de configuration des éléments réactifs peut-on . o3

avoir une réduction de I’ordre du systéme d’équations. T
T
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Chapitre 26 Systemes d'équations - Résolution par élimination d'équations d'ordre > 1

5. Si [Y ] remplace ), dans la solution générale d’un systéme d’équations différentielles, donner I’expression de

[Y ] en fonction des formes solutions. Combien doit-il y avoir de formes indépendantes?
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

27. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES : CONCEPTS
FONDAMENTAUX

27.1. Introduction :

Aprés avoir procédé pour une résolution sur le tas, nous allons maintenant introduire les notions formelles
pour résoudre un systeme d’équations différentielles.

27.2. Elimination des équations différentielles d’ordre plus grand que 1 :

Il nous est plus facile de résoudre une équation du premier ordre. Aussi, une des techniques consiste a
transformer une équation différentielle d’ordre n en un systéme de n équations d’ordre 1. Ainsi nous décomposons
I’équation en sections, que nous pouvons résoudre au fur et a mesure, grace a 1’algébre linéaire.

Si nous avons une équation de la forme :
| ' _l
W= [y e )
ou ¥\ désigne la dérivée n™ de y , alors il nous suffit de poser :

(0) I ()

Nn=y n =y

¥y =y ¥y ' =y
Yo =372 Yyt =207

y, =" v ="

Dés lors on peut écrire I’équation du systéme sous la forme matricielle :

Cwt (o0 0y
¥y, .01 . Yy
= 0 0 |*

Vot o . . 01 Vool
IR B VA R IPRCTIR g I S

La diagonale principale ne comporte que des zéros et la sus-diagonale ne comporte que des 1. Seule la
derniére ligne est spécifique : c’est I’équation de départ d’ordre » mais dont on a changé le nom des dérivées

successives par des indices. Ainsi il revient a résoudre y en connaissant progressivement les primitives de y™ .

Comme toutes ces variables y(’) sont inter-reliées par une relation différentielle, c’est pour ¢a que nous avons un
systéme d’équations.

REMARQUE :

Le cas ci-dessus n’est qu’un cas particulier des systémes du type :
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i y‘l | _fi(tayl’yzv“ﬁyn) | N
y'2 f‘Z(tsylser"syn) h%)

Yo Jocd G250V | | Vo
L y‘n i _fn(tayl’yZ""’yn) B yn

ou nous faisons un abus de notation matricielle, car nous ne savons méme pas si les fonctions
S @&, v, ¥5,-..,y,) sont linéaires. Et ou les conditions initiales s’écrivent :

I ' K,
rh K,
y'n—l Kn—l

L yv” dt=t, L Kn i

27.3. Existence et unicité d’'une solution :

THEOREME :

Si les fonctions f,(t,¥,¥,,...V,) sont toutes continues et possédent des dérivées partielles

afk(t,)/psz"ayn)

Y
contenant le point (4,K;,K,,....K,), alors le systtme posséde une solution unique autour du point
(tO,Kl’KZ’...,Kn).

continues sur un domaine D de I’espace & (n+1)dimensions formé par (¢,y;,V,...,»,) €t

DEMONSTRATION

Nous ne démontrerons pas le théoréme car il exige des connaissances et le temps nécessaire au dela du niveau
de ce cours. Vous devez néanmoins vous en servir pour déterminer si d’avance un systéme d’équations différentielles
va donner une solution. Il suffit de se rappeler que le théoréme est analogue a celui pour une seule équation
différentielle du premier ordre et ou il fallait f(z,y;) continue sur un intervalle t€ D pour avoir au moins une

af (4, y1)

J continue pour avoir une solution unique.
N

solution et avoir la dérivée « partielle »

27.4. Cas des systémes d’équations linéaires :

Deés lors, nous pouvons utiliser la notation matricielle en toute 1égitimité puisque f; (¢, ¥, ¥5,..., ¥, ) s €crit :
S @Y1, Y25090) = @ ()01 + @pp (-3 + oo g gy (0)-Voy + @y (1), + 81 (0)

soit en notation matricielle :
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»h fa, @) - a; () a, (1) ] nl [&®]
Vel=lan@® a0 o a0 * |+ g0 e [Y]=[4]*[Y]+[6]
_y‘n_ _anl(t) anj(t) ann(t)_ L Vn ] _gn(t)_

On parle de systeme linéaire homogeéne si [G] = [0], et de systeme linéaire non homogéne lorsqu’au moins

une des fonctions g;(¢) n’est pas identiquement nulle (i.e. [G] # [0] ).
27.5. Théoreme d’existence et d’unicité (pour les équations linéaires) :

THEOREME

Si tous les coefficients a;(7) sont continus et si tous les g;(¢)sont continues sur Iintervalle ouvert

te ] a,ﬂ[ et contenant le point ¢=¢,, alors le systeme d’équations différentielles linéaires admet une solution

unique passant par le point (¢, K,,K,,....K,) .

ATTENTION :

Quand on parle de solution unique, c’est la solution particuliére qui est unique. En fait solution particuliére et
solution unique sont synonymes.

27.6. Cas des systémes linéaires homogénes :

THEOREME DE SUPERPOSITION :

Si [Y;]et [Y,]sont 2 formes solutions du systéme d’équations linéaires homogenes, alors leur combinaison

linéaire [Y;] =k, [¥;]+k, [Y, ] est aussi solution du méme systéme d’équations.

DEMONSTRATION :

En effet :

Donc [Y; ] est solution du systéme d’équations homogenes.

On rappelle qu’une équation différentielle d’ordre n posséde n formes solutions indépendantes et que la
solution générale homogéne est :
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(7, J=a[B]+e B+ +e,[1,]

(on Iécrivait y, = ¢y +¢,); +....+¢,y, dans 'espace unidimensionnel, mais ici nous la notons sous forme

d’un vecteur multidimensionnel. 1l existe d’autres formes utilisées dans la littérature pour I'écriture d’un vecteur :

fg =CII71 +02172 tootet, ou Y, =¥+, +..+c,Y,)

n-n

De méme un systéme de n équations & n inconnues admet, si le déterminant de [A] est non-nul, n vecteurs

propres distincts.

v =[4]*[]

= vecteurs propres distincts Y |#|Y |#....#|Y
det([A]);tO n prop [ 1] [ 2] [ n]

Le lien entre le systéme de n équations et 1’équation d’ordre n devient évident lorsqu’on pose :

r . (0)

il Yn =i
1
Yoo Yo =9
[¥]=| . , avec
yi(n—l) yi(n—l) = y}niz)
) -1
L yln i yin =yl(” )

EXEMPLE :

Voici un exemple montrant le passage inverse d’un systéme de 2 équations d’ordre 1 vers une équation
d’ordre 2 .

{)’1 '==5y+2y,
»'=+2y -3y,

SOLUTION :

La seule fagon correcte est de procéder par substitution (élimination) :

1
E(yl vJf5)’1)=)’2

1 3
E(Jﬁ + 5)’1) =+2y _E(yl '+ SY1)

1
E()ﬁ '+5y1) =
soit : ] 3 =
5(%"+5YU):*QYI_§(YU+5YJ »n"=-8y =11y

1
5()’1 +5n ) =0

Pour vérifier que les vecteurs propres sont bien indépendants, on forme le déterminant :
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i1 - Vi Yl
Yoo - - - In2
A=
Nw-1y -+« V-
Yin - Vim0 Vm

oronavaitditque : y, = yﬁk_l) , de sorte que ce déterminant s’avere étre le Wronskien :

S S SR Vo
U
A=| . . . . =W (s y,)
U
yl(nfl) ) y}nfl) ) y;ln—l)

Donc, on doit vérifier que le Wronskien est non-nul, si on veut prouver que les n vecteurs propres trouvés
sont tous indépendants.
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EXERCICES

Transformer les équations d’ordre 7 suivantes en un systéme d’équations d’ordre 1 ([Y'(¢)] =[4]*[Y()]) :

(%) (4)

1. YO+ +y =y +y=0

2. 3W 42,0 2@ 4,0, 0
3. 2yW 44y 3y 1) 4 5,0 = 2
4, 2y(4) +4y(3) —3y(2) —ly(l) =2x

5. a44y(4) + a43y(3) + a42y(2) + a41y(1) =g(x)+h(x)

QUESTIONS & PROBLEMES

6. Soit une fonction échelon U(¢) dans I’équation linéaire suivante : ay, y& + ays y@ 4 Ay y® 4 ay, YO =U(@).

Indiquez le domaine de # ou existera une solution singuliére y,.

7. Observez la forme de la matrice dans le cas d’une transformation d’une équation d’ordre 7 vers un systéme de
n équations d’ordre 1. Indiquez a présent lesquels des systémes ci-dessous permettent de retourner vers une
équation d’ordre 7 :

2 {y1'=y2 b){yl'=y1—yz 9 {y1'=y1 0 {yl'=yz 9 {yl'=y1+yz
»'=n n'=nt+n »'=»n n'=nt+y »'=n
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SOLUTIONNAIRE
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28. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,
HOMOGENES, ET A COEFFICIENTS CONSTANTS

28.1. Introduction :

Apres les généralités sur les systémes d’équations différentielles linéaires, voyons en détail comment nous
pouvons résoudre ces équations lorsque les coefficients dans chaque équation sont des contantes.

28.2. Résolution des systémes d’équations différentielles d’ordre 1 dans
I’'espace des temps:

Si le systéme d’équation est :

b n_
1
[Y'] = [A]Mn *[Y] R avec [A]an =il. . a; - |, et a; = cte.
n [ -

Alors on essaie la forme solution suivante :
[Y]=[x]e* = [r]=4[x]e"
de sorte qu’on obtient un systéme d’équations en [X| au lieu de résoudre en [Y] :
V=[] e AxleF =[Pl e A[x]=[4]*[x]

(aprés élimination du facteur exponentiel e* des deux cotés de I’équation). Il s’agit donc de chercher les

valeurs propres /1j et les vecteurs propres associés [X j] .

Si [A4] est une matrice inversible (i.e. det[A4]#0), alorsil y a n vecteurs propres distincts.

THEOREME :

Si la matrice [A] est une matrice de constantes et inversible, alors le systéme posséde n vecteurs propres

distincts, et la forme générale de la solution homogene est alors :

[Yg] =q [Xl].el" +c, [Xz].eﬂzt +..t+¢c, [Xn].e’i“t
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REMARQUE

Le fait que [A] soit symétrique est suffisant mais n'est pas une condition nécessaire pour qu’on ait n
solutions indépendantes (distinctes) pour former une base de solutions. En effet si [A] est symétrique, il est

nécessairement inversible, alors les vecteurs propres sont orthogonaux entre-eux. Si [A] est seulement inversible on

aura quand méme des vecteurs propres indépendants, sans qu’ils soient tous orthogonaux entre-eux.
28.3. Etude des différents cas possibles dans le plan des phases:

En ayant les solutions y;,,,....,», on peut former une courbe dans I’hyperplan y,y,...y, qu’on appelle
hyperplan des trajectoires (au sens des positions successives dans 1’espace & n dimensions en fonction du parametre
qui est le temps) ou encore hyperplan des phases (au sens des étapes successives pour ¥, ¥,,...., ¥, dans le temps). 11

existe plusieurs types de trajectoire selon les valeurs propres 4,4,,...,4, .

Pour simplifier quelque peu, nous allons discuter des cas possibles pour un systéme a 2 équations. Dans ce cas

la solution générale est :
1 1
[Yg]= N =¢| |t +c, e”!
Vs 1 -1

donc I’hyperplan y,y,...y, devient tout simplement le plan y,y, (on laisse tomber le préfixe « hyper »)

Cas1a: ;<0 et 4,<0 :

us avons u i X , 1 itué 3 igi .
Dans ce cas nous avons un nceud impropre (dans notre exemple, il est situé a 1’origine dans le plan y,y,

Le nceud est dit impropre parce que toute trajectoire y converge au fur et a mesure que le temps passe (le big crunch
en astrophysique). Les trajectoires peuvent converger en ligne droite ou en ligne courbe ne transgressant pas 1 cadran
orienté.

v,(t)

oy
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EXEMPLE :

-3 1
Soit & résoudre le systéme de 2 équations suivant : [Y']= { }* [Y]

SOLUTION :
Nous allons le résoudre selon la méthode des formes exponentielles et de diagonalisation . On pose donc :
[Y]=[x]e* = [r]=4[x]e"

et on obtient la nouvelle forme a résoudre:

pour qu’il existe des solutions non-triviales il faut que : det((4]—A[Z])=0. Soit dans le cas particulier de

notre probléme :

1

-3-2
det(A]-A[I)=0 & ‘ L 32

‘=0=12+6/1+8=(/1+z)(1+4) = {

Pour obtenir ensuite les vecteurs propres, il faut réintroduire la valeur propre d’une des racines pour trouver
le vecteur propre associé :

b= = (Al > |77 LR s -]

X2

et

s > sttt = [0 ] = ]

X2

Et la solution générale de I’équation est :

[YgJ =B2j =[Yh]+[YPJ =¢[h]+e [YZ]+[YP:| =¢[X ] + e, [ X, ] +0

1 1
=¢q L}.eb +c {_J.e‘"

{yl = cle_2t +cye”

Yy = cle_Zt —cye

soit encore :

4t

4t

La solution particuliére dépend de la valeur de ¢, et de ¢, qui sont imposées par les conditions initiales. Mais

on voit que plus le temps s’écoule, y; et y, tendent vers zéro.
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Cas1b: 4 >0 et 2,>0 :

Nous avons alors un neeud propre (dans cet exemple il est situé a I’origine du plan y,y, ). On parle de nceud

propre parce que toute trajectoire est issue du point singulier et en diverge au fur et & mesure que le temps passe (le
fameux big bang des astrophysiciens). Les trajectoires peuvent diverger en ligne droite ou en ligne courbe ne
dépassant pas un cadran orienté.

y,(t)

/ Cadran orienté

/
— v, (t)

EXEMPLE :
. . . 10
Soit & résoudre le systéme de 2 équations suivant : [V'] = {0 1} *[Y]
SOLUTION :
_ I-4 0 PSR A =1
det(A]-A[I)=0 & ‘ . 1_/1‘_0_(1 ) = {@:1

Pour obtenir ensuite les vecteurs propres, il faut réintroduire la valeur propre d’une des racines pour trouver
le vecteur propre associé. Cette fois-ci, en réintroduisant le valeur propre qui est double, nous pouvons déterminer 2
vecteurs propres indépendants pour la méme valeur propre.

A=1 = (4-4[]D*[x]=[0] = {1—1 O}{xll}:m . [XI]ZH
! 0 1-1] [x, [Xz]={_ll}

En fait, notre choix de ces vecteurs de base est trés arbitraire, du moment qu'on s’arrange pour ces 2 vecteurs
soit indépendants. Ici, on les a méme choisis orthogonaux. Et la solution générale de 1’équation est alors:
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Sio
| S—

On peut voir que la position de y, et de y, s’éloigne de I’origine au fur et & mesure que le temps passe.

Cas1c: ;>0 et ,<0 :

Des lors nous avons un point selle (dans notre exemple, il est a I’origine du plan y,y, ). La direction de 1’axe
principal dépend des coefficients fixés par les conditions initiales.

v,(t)

y,(t)

EXEMPLE :

Soit a résoudre le systtme de 2 équations: [Y ']={ 3}*[Y ]avec les conditions initiales suivantes:

»nO)]_[3
Y| = = .
"o o
SOLUTION :

2-1 -4
13-

A =1

det(A4]-A[I)=0 & ‘ PR

‘202—(2—2)(3+ﬂ)+4 = {
d’ou les vecteurs propres associés:

h=1 = (4]-Al1D*[x]=[0] = {21_1 —il}{m}{g} - [Xl]{ﬂ
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et:

h==2 = (4]-4[1)*[X]

1
AL
(e}
=
1
[\
- +
[\)
|
W
4+ K
[\o]
| I
*
1
5
N =
| I
1
1
o O
| I
—
ke
=
1
1
—
| I

La solution générale est alors:

el

et en introduisant les conditions initiales :

[YéJ _ 3 e 4 e(t:0)+cz 1 S0 4c,+c, =3 - =1
=0 10 1 1 ¢ +c, =0 ¢, =-1

on obtient la solution particuliére :

= i<

Nous avons donc une hyperbole. (Exercice : tracer a la main I’allure de cette hyperbole, puis utiliser Mathcad,
Matlab ou MapleV pour confirmer).

Cas3: J=a+ip et L, =a-if :

Alors nous avons un point spirale impropre si la partie réelle est négative (i.e. & <0). Nous avons un point
spiral propre si la partie réelle est positive ((i.e. & >0).

y,(t)

v,(t)
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EXEMPLE :
. . -1 1
Soit a résoudre le systéme d’équations : [Y'] = Ll _J *[Y]
SOLUTION :
_ 3 -1 a2 A =—1+i
deifal-alrh=0 & [ _1_/1‘_0_(1 4l = {ﬂa L

d’ou les vecteurs propres associés:
hemtvi = (A4l x]=[0] = {—12—1- 1 }*{XUHS} N [X1]=H
et

h=-1-i = (4-L)*[x,]=[0] = Fj” 1 HHHQ - [X2]=H

La solution générale est alors:

, 1 : 1 , ce ' (cost+isint)+c,e ' (cost—isint
[Yg1={ylf>}=cl{}e(_”’)’+cz{ .}e(‘l")f={ e ( )+ ( )}
i

Vag ! cjie” (cost +isint) —cyie™ (cost —isint)

Ou encore :

t

[Yg] ={)’1g } =(q +cz){ ¢ ICOSt }H’(cl —CZ)I:e sint} =a[U]+b.[V]

2¢ —e'sint e cost
On constate que [U ] et [V] forment aussi une base de solutions, puisque leur déterminant est non nul :

e'cost e'sint|
=e " #0

det(U].[V])=

e 'sint e’ cost

REMARQUE :

on peut vérifier que ce déterminant est égal au Wronskien puisque :

e’ cost e~ sint >
=e
—t —t —— —t
—e ' cost—e'sint —e 'sint+e” cost

. u v
W(u,v)=W(e ™ cost,e” sint) = ‘
u' v

Afin de voir qu’il s’agit de spirales convergentes vers (0,0), on doit passer en coordonnées polaires :

- page 7 -



Chapitre 28 Systemes d'équations différentielles homogenes et a coefficients constants

Wty =@ +bh)e ™ =)

arctan [&j =—t=0(t)
N

On peut donc observer que le rayon s’amenuise au fur et & mesure que le temps passe a cause du terme
exponentiel décroissant, tandis que 1’angle varie linéairement avec le temps.

Cas4: ,=ip et 1=—ip :

Alors, nous avons un point centre (dans notre exemple le centre de tous les cercles ou ellipses est a 1’origine).
Toute trajectoire varie autour sans jamais y converger.

v,(t)

v,(t)

EXEMPLE :

Soit a résoudre le systéme d’équations : [Y'] ={

SOLUTION :

-1 1

A =420
-4 -2 j

det(A4]-A[I)=0 & ‘ A =-2i

‘:0:(—2)2+4 = {
d’ou les vecteurs propres associés:

. B . 3 0-2i Lo x| |0 |1

R L USROS N L M S H IRt R

et:
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=2 = (A]-4[I)*[x;]=[0] = {Oji oizi}{le}{o} - [XZ]{‘;’}

X2

La solution générale est alors:
; | 1 ; ¢;(cos 2t +isin 2t) +c,(cos 2¢ —isin 2t
[Yg]: e =, [ +o|  |e= l.( . ) 2(. . :
YVag 2i —2i 2¢,i(cos 2t +isin 2t) — 2¢,i(cos 2t —isin 2t)
Soit encore :

[&]{fﬂ:(cﬁcz){ oS 21 }i(cl—cz){ sin 2 }=a.[U]+b.[V]

2g —2sin2t 2cos2t
Pour voir qu’ils s’agit d’ellipses, nous allons former la quadrique :

Yy =a.cos2t+bsin2t = yl2 = a* cos? (2t) + b* sin® (2¢) + 2ab cos 2t.sin 2t

y, ==2a.sin12t+2bcos2t = y3 =4a*sin®(2t)+4b* cos’ (2t) —8ab cos 2¢.sin 2¢

d’ou I’équation de la quadrique :

1
ylz +Zy§ =(a2 +b2) = cte.

28.4. Recherche des vecteurs propres dans le cas de valeurs propres
multiples :

Dans certains cas de valeurs propres multiples, le fait de réintroduire la valeur propre 4, de multiplicit¢ m

nous permet de trouver de fagcon évidente m vecteurs propres associés. En d’autres occasions, on ne les devine pas
tous. Par essais et erreurs, on peut retomber sur un des vecteurs déja trouvés. Il nous faut alors une méthode plus
systématique qui nous permette de les déterminer tous, et qu’on soit siir qu’ils sont tous indépendants.

Cas pour une racine double (m=2):

Supposons que nous ayons :
det((A]-A[I]) = ... A= 24)*....

et que pour A=/,, nous ayons trouvé seulement un vecteur propre associé [X il] au lieu des 2 vecteurs

linéairement indépendants [X,] et [X,,] tels que: A, [X;]|=[4]*[X,] et A4 [X,,]=[4]*[X;»]. On peut alors

1 1 1

obtenir le 2°™ vecteur propre en posant :

[Yil] = [Xil]'eﬂit
(Vo] =[] e™ = @[]+ [KD*[ Xyl = [MO]*[ Xy ]

Ou la matrice [M (#)] est a coefficients non-constants du premier ordre de la forme :

- page 9 -



Chapitre 28 Systemes d'équations différentielles homogenes et a coefficients constants

[M (t)]:t.[l]+[K]. En réintroduisant cette forme de solution dans 1’équation : [Y ']=[A]*[Y ], nous

obtenons :

[ =[41*[0] & Al [KD*1x0 L% +[1]12 X ¥ =[] ( 1]+ [K D[ X, ]¥)
(M (0]

Mais étant donné qu’on avait déja :

On est alors amené a résoudre :

A

K[ ]+ (X0 ] = [A]*[K]*[ X0
C’est a dire finalement que nous devons chercher [U]=[K]*[ X, ], tel qu’il satisfasse :

AU+ Xy ]=[4]*[U] = ([A]_ﬂv‘ [1])*[U]=[Xil]

Comme le déterminant de ([4]—4;[/]) est nul, on trouvera toujours un vecteur [U] quelque soit [X;,]. Et

alors la deuxiéme forme solution s'écrira:

[¥,]= (LI]+[KD*[x ] = ([ Xy ]+[U].e™

EXEMPLE :
Soit a résoudre: [Y']={ 4 1}*[Y]
-1 2
SOLUTION :
B I N A =3
det(A]-A[I)=0 & ‘_1 2_/1‘_0_(4 H2-+1 = {/12:3

Le premier vecteur propre associé est :
=3 A=A ID*| X =0 * = X |=
4=3 = (4]-AlD*[x]=[0] = {_1 2_3} LJ M = [X] {_J
Le second vecteur propre n’est pas évident, aussi nous appliquons la méthode préconisée :
4-3 1 u 1 a
Al-A[ID*|U|=|X * = Ul=
(A]-4[D*v]=[x] = {_1 2_3} LJ {_J = [U] L_a}

Et la solution générale est alors:
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oLl

Comme le choix pour « est complétement arbitraire, on peux le fixer a : o =0, de sorte que la solution

générale est :
. 1 1 0
[Y(J =1 |2 q e +cy| t + e
ng -1 -1 1

Cas pour un racine triple (m=3):

Supposons que nous ayons :
det((A]=A[I]) =.. A= 4) ...
et que pour A =4, nous ayons trouvé déja trouvé 2 vecteurs propres indépendants:

[Yil] = [Xil]fﬂit
[Yiz] = [Xiz]'eﬂit

La 2°™ forme solution aurait pu étre devinée, ou alors trouvée systématiquement par l'exposé précédent:
[ = 1]+ [KD*[Xa] e =[x, ]+[U]
Alors la 3°™ forme solution sera:
(Y] = (@[ X, ]+ B[ X D re™ +[V ]
avece:

([A]_ﬂv‘ [1])*[V] =a[ X, ]+ B[X, ]

RESUME DU CHAPITRE :

La trajectoire dans un plan des phases est analogue au mouvement parabolique d’un obus dans 1’espace xy .
En principe, on a une fonction de position x(¢) et une fonction de position en y(¢) . Il suffit alors d’exprimer une des
fonctions inverses #(x) et 'introduire dans la seconde : y(f) = y(¢(x)) = y;(x) . Ainsi le temps devient parametre et
la position y est fonction de la position x .

Ici le temps reste le parametre d'une trajectoire dans le plan y,y, . Nous avons alors présenté les différents cas

de figure selon les valeurs propres d’un systéme d’équations différentielles ou les inconnues sont y, () et y, ().
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EXERCICES

Résoudre les systeémes d’équations différentielles d’ordre 1 ci-dessous (les équations sont d’ordre 1 mais

comme il y a 2 équations par systéme, le systéeme est d’ordre 2). Tracer les esquisses de trajectoires et indiquer le
type de cas approprié (nceud propre, nceud impropre, point selle, point spirale, ou point centre):

1.

N

{y1'=4J’2
n'=4n

{ =2y,
»n'=2y
{)ﬁ =N-

Y2 —)’1+J’2
{yl =2y -2y,
n'=n+y

QUESTIONS ET PROBLEMES :

Mettre en correspondance les 5 cas de trajectoires dans le plan des phases y,), et les 4 types de solution pour

I’équation différentielle du second ordre. Expliquez le lien entre 1’équation différentielle du second ordre et le
systétme de 2 équations différentielles du premier ordre. Dressez alors un tableau des correspondances des
valeurs (A4, 4, ) avec les paramétres ( p, ¢, A) pour chaque type de cas (nceud propre, neceud impropre, point

selle, point spirale, ou point centre)

Dans ce texte, les trajectoires illustrées pour un point Neeud propre sont des lignes courbes. Dans quel situation
aurions nous un ensembles de trajectoires en ligne droite.

Démontrez que pour une racine trlple det([ 4] - [ ] A=A ..., si on posséde déja les deux premicres
formes solutions: [Y;]= ] . (Y ]=[Xn ] , alors la 3°™ forme solution, par la méthode de variation

[x;
des contantes, est bien: [¥;3]=( [ X, ]+ B[ X e +[V] e
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

29. METHODE DES PLANS DE PHASE, POINTS CRITIQUES ET
NOTION DE STABILITE D’UN SYSTEME

Dans ce chapitre nous allons discuter de fagcon systématique 1’évolution des solutions dans un systéme a 2
équations différenticlles, le critére pour dire si un systéme est stable ou non, et I’existence de points dits critiques
dans le plan des phases.

29.1. Méthode des plans de phase :

La méthode des plans de phase est une méthode numérique consistant a afficher les points de proche en
proche a partir d’un point de départ. Dans cette méthode, on ne cherche pas a obtenir des expressions analytiques
(mais une liste de valeurs (y;,y,)et un graphique (coordonnées dans le plan de phase). La méthode peut étre

appliquée manuellement, ou programmée sur I’ordinateur.

Soit par exemple le systéme suivant & résoudre :

P12 o)

dip dxp

afin d’afficher I’évolution de [Y ] dans le temps, On part des conditions initiales qui est le point

e dy,
! +

[%]=[r]_ :{ l]De 13, on regarde la pente : Do _ _dt =yi'=—a21yl Y2¥2

oo 1K, dyp A oy apy tapy;

dt

qui nous permet d’estimer le

h
point [Y; | par extrapolation linéaire : [¥;]=[Y, ]+ ) (aﬂ Yoi + @2 Voo j ou de fagon générale :
\ a0 +ap v
h
(Y] =[]+ A [an)’il tanyi J
anya +ankn

a1Yo01 + A2 V02
apYor tapYoe

Etant donné que le rapport peut amener une indétermination a lever, nous devons discuter

. . 0 k 0
des cas ou ce rapport se présente sous la forme e ou g ou T

29.2. Définition d’un point critique:

Yt anYin
VT anyin
point critique dans les phases ou point singulier dans 1’espace.

Si en un point (y;;,;,), la pente se présente sous une forme indéterminée, alors on parle de

Un point critique peut étre un point nceud (propre et impropre), un point selle, un point centre ou un point
spirale. Chaque cas dépend des valeurs propres du déterminant :
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det([A] _ﬂ[l]) = =A? —(ay; +ay)A+(ay,ay —aya;)=0

b ay -4
En mettant sous la forme canonique suivante:

p=(a,+ay)= trace([A])

A= pA+qg=0, avec
q=(aj1ay —aya;) = det([A])

on trouve que :

A= +p+w/p2—4q

A-4)(A-4)=0, avec 2 -
—Jp*-4

P 5 q
Dés lors, on a :
un neeud impropre (cas la: 4, <Oet 4, <0)si: p<0 et g>0 et (p2—4q)20
un neeud propre (cas 1b: 4, >0et 4, >0)si: p>0 e g>0 et (p2—4q)20
un point selle (cas Ic: 4, >0 et 4, <0)si: p<>0 et qg<0 et (p2—4q)20
un point spirale (cas 3: 4, =a+iff et , =a—iff)si: p<>0 e ¢g>0 et (p2—4q)<0
un point centre (cas 4 : 4 =iff et A, =—iff)si: p=0 et ¢g>0 donc (pz —4q)<0

29.3. Critére de stabilité (selon Liapunov) :

Un point [Y,] du plan de phase est dit stable si le systéme tend de plus en plus vers cet état aprés disparition
de la perturbation.

Un point [Yl] est dit de stabilité limite si le syst¢eme ne tend vers aucun état précis mais reste dans le

voisinage du point aprés disparition de la perturbation (reste en dedans d’un certain rayon a déterminer).
Un point [Y,] est dit instable lorsque le systéme s’éloigne de cet état au fur et a mesure que le temps passe.
29.4. Relation entre la stabilité et les points critiques.

D’apres I’analyse des racines (i.e. valeurs propres) on peut voir qu’un systéme est:

stable si : p<0 et q>0
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de stabilité limite si : p=0 et qg>0

instable si : p>0 ou q<0

- Zone instable
v/pomt centre

point spirale

noeud
impropre

Pour établir ce lien entre les critéres de stabilité et les cas de figure, il suffit de remarquer que :

A=-)A-A) =2 (4 + A+ A4,
=A% - pA+q

Donc p représente la somme des racines , et g représente le produit des racines. De sorte que :

o 4, et 4, tous les 2 positifs.

d=Al: i g>0 o o 4, et 4, tous 1e52néga‘fifs. .
o J, et A, complexes conjugués (donc ayant leur partie
réelle toutes deux positives ou toutes deux négatives).
o ], et 4, tous les 2 négatifs.

p=Ah+4: si p<0 o Jej et ontleur partie réelle négative.
e La plus grande des 2 racines est négative.

d’ou la figure de résumé :
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A,>0

(T
w0 Y,

. (p*-49)>0
p>0
q>0

_
— y,(t)

/

Noeud iMmpROpRE Noeud propRe
Stable v.(t) | , Instable
(p™-4q)<0
A=+ p=0

@ Y,

2 (p*-49)>0
y.t) , (p™4q)<0 : vAt) p<>0
A =0+iB pz0 POINT CENTRE 1,>0 q<0
A,=0—i 9>0 stabilité limiTe 2.<0
() y.1)
\—//
PoinT spirale PoinT selle
sTtAble-InsTable Instable
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EXEMPLE :

-3 1
Appliquons le critére de stabilité au systéme suivant : [Y ‘] :{ ) 3} * [Y ]

SOLUTION :

Il ne s’agit pas de résoudre le systéme, mais seulement déterminer si le systeme sera stable ou non. Pour cela

il faut exprimer le déterminant :

det([A]-A[I]) =‘ L g

on identifie alors :

p=trace(A)=4+1, =—6<0

g=det(A) =44, =8>0 = A etd, demémesigne; = A4 et, toutes les 2 négatives

p>—4g=4>0

Ces critéres montrent que le systéme comporte un neeud impropre, donc stable.

EXEMPLE :

Soit a doser le coefficient d’amortissement pour obtenir différent types de points critiques dans le systéme

mécanique suivant :

n ¢ ' k
y'+—y+—y=0
m m

SOLUTION :

Transformons cette équation du second ordre en un systéme a 2 équations :

Dés lors :

Les cas suivant se présentent :
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=0
. oL P point centre
pas d’amortissement (oscillation pure): ¢=0 = 3¢g<0 .
5 stabilité limite
p —49g>0
p<0 . .
. s 2 point spirale
sous-amorti (avec oscillation): c"<4km = {g>0 =
s stable
p-—4g<0
p<0 .
o S 2 point noeud
amorti critique (sans oscillation) : c“=4km = {¢>0 = abl
stable
pP—4g=0
r<0 :
R . s point noeud
sur-amorti (décroissance la plus rapide) : ¢” >4km = <{g>0 = ab]
stable
pP—49>0
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EXERCICES

Résoudre les systemes d’équations différentielles d’ordre 1 ci-dessous (les équations sont d’ordre 1 mais

comme il y a 2 équations par systéme, le systéme est d’ordre 2. Tracer les esquisses des trajectoires et déterminer le
type de cas (point nceud, point selle, point spirale, ou point centre), et dire si le point est stable ou instable:

1.

N

{y1'=4J’2
»n'=4n

{ =2y,
»n'=2y
{)ﬁ =N-

b2 —)’1+J’2
{)ﬁ =2y -2y,
n'=n+y

QUESTION & PROBLEMES

Résumez de nouveau le tableau de relations entre les racines caractéristiques et la notion de stabilité (elle vous
est déja donnée dans une des figures dans ce chapitre).

Regarder dans le livre du Kreysig et donnez la terminologie anglaise utilisé pour les mots suivants: stable,
stabilité limite, instable.

a, a
Au lieu de la matrice générale [Y'] :{ t 21}*[Y ]=[A4]*[¥]. qui donne les expressions suivantes de p et
i dp

de ¢:

p=(ay; +ay) =trace([4])
q = (a),ay, —aya;,) = det([ A])

Quelle serait les expressions “simplifiées” de p et de ¢ lorsque qu’on part d’une équation différentielle du

second ordre suivante: y"—a;,y'—a;;y =07
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SOLUTIONNAIRE
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30. APPLICATION DE LA METHODE DES PLANS DE PHASE : LE
MOUVEMENT DU PENDULE

Dans ce chapitre nous appliquons nos connaissances formelles aux systeémes physiques. Il s’agit du
mouvement du pendule. Bien que les équations qui régissent son mouvement soient exactement non-linéaires, nous
pouvons toutefois avoir une représentation tres approchée de son mouvement réel et afficher son mouvement dans le
plan des phases.

30.1. Modélisation du mouvement du pendule :

Le pendule consiste en une masse m qui oscille autour d’un axe horizontal retenue par une
tige de longueur L . Il s’agit de déterminer le lieu et le type des points critiques.

Selon la seconde loi de Newton (force égale accélération), la force tangentielle (ici
décomposée de la force de gravitation F, =m,g ) provoque une accélération tangentielle du méme

corps. Donc a tout instant :

miycp +mggr =0 = m,-Lg"'*'mgg.SinH

m; désigne la masse d’inertie du corps qui a tendance a résister au mouvement, tandis que

myest la masse pesante ou masse gravitationnelle qui subit Iattraction en présence d’une autre corps, en

L’occurrence la terre. Soit donc 1’équation, sous forme normalisée (en divisant par m;L O:

mgg

m; L

6'+ksin6=0, k=

C’est une équation non linéaire (a cause de sin8 ) du second ordre, mais si I’angle de déplacement de la tige
est trés petit, on peut substituer sin@ par €. De sorte que nous obtenons une équation linéaire approximée pour les
petits angles :

mgg

m; L

0"+k0=0, k=

La forme solution, approximée pour les petits angles, est alors connue :

Hg = Acos\/Et +Bsin\/zt .

30.2. Points critiques dans la solution (linéaire) approximée:

Afin d’obtenir une figure dans le plan des phases, nous allons poser :

o]

de sorte que :
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g8 2o

en analysant les parametres p et g :

p =trace(A) = A +A, =a;; +ay,, =0
g =det(A) =AM, =ay,axy —anay =k>0F = A =ik etd, =ik
p* —4q = —4k <0

Ces criteres montrent que le systéme comporte un point centre, donc de stabilité limite.

Cependant, si on retourne au systéme d’équations originales, on s’apercoit que notre systéme linéaire est vrai
au voisinage de (z;,z,) =(6,8") =(0,0) mais est aussi vrai lorsque (z;,z,) =(8,8") =(k*x27,0) , puisque :

e ] - el el

—ksinz
! pour @=0+2km

mais que nous avons également le systeme linéarisé suivant :
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i) - [ e

Z —ksin z
g ! pour 92(21( +1)IT

et en ces points (z,z,) =(6,8") = ((2k +1)7T,0) , nous avons plutot un point selle instable, car les parametres

p et g sont:

p =trace(A) =A +A, =a;; +ay, =0
g =det(A) =AM, =ay,ay —apay =—k<0p = A, =Jk>0etd, =k <0
p’ —4q =4k >0

1l s’ensuit pour résultat, les points critiques de la figure suivante :

30.3. Cas du pendule avec facteur d’amortissement

Dans la réalité, tout systtme mécanique comporte un terme de frottement F, =c8'. De sorte que I’équation

totale est :
0"+cO'+ksin 8 =0.

A cause de la physique réelle, les coefficients sont toujours de valeur positive (¢ >0 et k >0). Dés lors les
équations pour le plan des phases sera :

7 e . 1[0 1]

7] :t: } :{z"} :|:_kSin ] —sz:| - [pZOL]” {;IL olcjk{f[} R
. . . 1[0 1 9' _

[Z'] :LZ; } :{z'} :Lksin Z —czz} = [pzolr {;i (z—kcl{gl [A*][Z]

Et si nous caractérisons de nouveau les parametres p et g :
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Chapitre 30
p =trace(A) = A +A, =a;; +ay =—c<0 _c+i/4k—cz _c—i lak =2
R e S

q =det(A) =AA, =a a5 —apa, =k >0

p’ —4q =c* -4k <0 pour O=0+2km

Nous avons des points spirale divergentes lorsque le frottement est tres petit et que 1’angle est proche de
@=0+2kr. Ces points spirales se morphent en points centre, lorsque le coefficient de frottement c disparait
completement.

De méme, nous aurons :

p=trace(A) =N +A, =a;; +a,, =—c<0 o+ [2 —ak _c- [c? —4k
- Al—fet/\z E—

q = det(A) :/‘IAz =a116122 _a12a21 :_k < 0

p>—4qg =c* -4k >0 pour O=Qk+1)m
c’est a dire des points selle autour des angles 8 = (2k +1)77.

D’ou finalement le lieu des points critiques dans le plan des phases :

£l |
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EXERCICES

Linéariser le problemes suivants et tracer les solutions dans le plan des phase pour illustrer les points critique
(vous pouvez utiliser ensuite phaseplot dans Maple pour confirmer 1’allure des courbes).

1. y"+y'+y2 =0.

2. y'+y'- y2 =0.

3. y'+y'-y'=0.

4. y"—9y'+y3 =0.

5. y"+4y'-5y° +y° =0.
6. y"+cosy=0.

QUESTION & PROBLEMES
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31. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ET
NON-HOMOGENES - METHODE DES COEFFICIENTS
INDETERMINES.

31.1. Passage d’une équation différentielle d’ordre n au systéme a n
équations d’ordre 1 :

Nous allons montrer comment on peut transformer une équation différentielle, linéaire, non-homogene,
d’ordre n enun systéeme a n équations différentielles, linéaires, non-homogénes, d’ordre 1.

Soit donc une équation différentielle de la forme :

-1 -2 2 1
Y ra, (0" +a, )" o+ az)(t).y( )+, (). +ay()y = g(t)

en posant :
y =y y'=y"
yp =y yy'=y?
Yy =977 Yyt =207
y, =" v, ="

nous arrivons alors au systéme non homogene suivant :

w1 [ o 1 0. ) . : 0 |[»n]T[o]
»y! . 0 1 0 . . . V)
= . * +
. . . . 0
Vot 0 . . . . 0 1 Y1 0
L' ] [ —a()  —a (1) . . . —a, ,(t) —a,,, ()| | v, | [&@)]

soit sous notation plus compacte :
[Y'O]=[40]*[Y®]+[G@®)]. avec [G(®)]#[0]

Pour résoudre un tel systéme, nous devons d’abord résoudre le systéme d’équations homogenes, c’est a dire
trouver la solution homogeéne qui satisfasse :

(%, O] =[4O]*[Y, )]

(quand on parle de la solution ici, cela signifie un vecteur de fonctions solutions). Il s’agit ensuite de trouver
une solution singuliére qui satisfasse le systéme d’équations générales (non-homogeénes) :
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[Y, @]=[40]*[¥, 0] +[G0)]
Enfin on forme la solution générale :
[V 0]=[10]+[r.0]

et si le probléeme comporte des conditions initiales, on les introduit dans la solution générale pour fixer les
constantes et trouver la solution particuliére :

[Yg (t=t, )] =[K] =  fixation des constantes = [Y f (t)]

La recherche de la solution homogene a été expliquée dans un des chapitres précédents (chapitre 33), nous
allons ici nous concentrer sur les méthodes d’obtention de la solution particuliére.

31.2. Méthode des coefficients indéterminés :

La présente méthode ne s'applique que dans les circonstances ou les coefficients de la matrice [A] sont tous

des constants. Il faut alors observer la forme de [G(t)] et prendre pour [Ys(t)] une forme semblable qui comporte
des coefficients a déterminer:

Si [G,.(t)] est: prendre pour [Y,.s (t)]
Exponentielle : [G; ]’ Exponentielle : [VViO ] e’

Polynéme :[G; ]¢" Polynome du méme ordre: [Wi , |¢" + ...+|:Wi1 ]t + [WiOJl

Polynéme modulé : [G; |¢"e”* Polynéme modulé : ([Wm ]t” +..+ [Wil J t+ [Wio ]) e’
Sinusoidal [G; | cos wt Sinusoidale : [V, |cos @t +[ W, |sin ot
inusoidale : (G, ]sinor
Ondulai dul [G:]e”" coswt Ondulation modulée : ([, | cos at + [ |sin wt ) e’
ndulation modulée :
[G;]e”" sinwrt

Bien sir, cela se résume d'abord a séparer correctement dans [G(t)] chaque terme polynomial, exponentiel ou

sinusoidal, avant de prendre une forme semblable pour chaque [Y[S (t)} :

[G@®)]=...+[G,]t" +[G;p1 | +[Giyp |cOs @t +..
U

[Y,()]=..+ ([W,n Jem k[, Je+ [ ]) +[Weo e + ([sz)c Jeos @t +[ W, ]sin cot) +...
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Dans le cas d’une éventuelle dégénérescence (c’est a dire lorsque la forme a prendre pour [Yis(t)] se

retrouve déja dans la solution homogéne [th(t)J ), il faut appliquer la régle déja décrite pour une équation
différentielle unique, c’est a dire multiplier la forme correspondante par un polyndome du méme ordre que la

dégénérescence : [Yis(t)J = ([VVi]tJr[Vi])xforme correspondante a [G,(#)] pour une dégénérescence simple,

[Yis (t)} = ([Wi].t2 +[V: ]+ [Ui])xforme correspondante a [G; (#)] pour une dégénérescence double, etc.
EXEMPLE : CAS SANS DEGENERESCENCE

L , _ 2 4 26° +10¢
Soit & résoudre le systéme suivant : [¥']= I *[Y]+ )
- " +9t+3

SOLUTION :

Il faut toujours connaitre les formes solutions de [Yh] d’abord, sinon on risque de ne pas détecter la

4] 1
[Yh]:{)ﬁh}:c{ et"'cz{:'e_h
Yan 1_ 1

g @] | 2% +10¢
La forme des composantes du vecteur [G(t)] = =
2 +91+3

2 (1) |

dégénérescence :

} suggere donc:

2
()= i } = [KO]=[P + e U]

On réintroduit la forme de solution dans I’équation générale pour déterminer les vecteurs coefficients [W],

[V]et [U] :

[ @]=[r]e +[r]e+[U]

Y, ') = 2[W e +[V] } = (2]e+r])= [A]*([W]fz +[V]t+[U])+[G(t)]

et comme les 1,7,7* forment une base, on doit alors identifier les coefficients correspondants :

2[wler[v]=[a][w]e +[4]*[V]e+[4]*[U]+[G, ] +[G |1 +[Gy |
=[6w)]

e (601t {otal [ ]

on trouve donc un autre systéme de trois équations a trois inconnues (vectorielles):
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c’est a dire :

O T R I AR (U N W

el = 0T L )

RO Ch I W S O R

3=u; —3u, +3

d’ou la solution générale est :

o[l

EXEMPLE : CAS AVEC DEGENERESCENCE

-3 1 -6
Soit a résoudre : [Y"] ={ }*[Y]+{ }e”

1 3 2

SOLUTION :

1) Recherche de la solution homogene :

11 faut toujours établir la solution homogene avant de rechercher de la solution particuliére lorsqu’on utilise la
méthode des coefficients indéterminés. Le solution homogene a déja été obtenue dans un exemple précédent :

il

2) Recherche de la solution particuliére :

La forme exponentielle de [G(t)] se retrouve dans I’expression de la solution homogene, aussi devons-nous

lever la dégénérescence en modifiant la forme de [Yé (t)] comme suit :

[, @] =([w]+[r])e™

[K '(I)] :([W]—Zt[W]—Z[V])e—Zt} = ([W]_ZI[W]—Z[V])e*Zt :[A]*(t[W]+[V])e72’ +[G0]672t

et par identification des termes :
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c’est a dire :

() =[4)<]+[0] = {_M:_Wlwﬁo = W{“H“}

l-2b] =L pela) = {00 TN o

o—2v, =1v, =3v, +2

Pour avoir une solution pour [V] nous devons imposer o =-2 sinon 1’équation en [V] est impossible a
résoudre Donc :

(W]-2[r]=[4]*[V]+[G,)] = {—2—%q=—&q+h§—6 . qu{w}z{ B }

_2_2V2 =1V1 _3V2 +2

D’ou la solution générale :
1 1 -2
(v, 0]=[no]+[%0]=¢ Hez’ +e ue“’ ”Mﬂ +[ ﬂf 4} e

QUESTION :

Se peut-il que la solution particuliére (qui est sensée étre la solution unique) ne soit pas unique, a cause du
choix pour [ . Essayez en fixant les 2 conditions initiales. Y-a-t’il des contraintes quand a la valeur que peut prendre

[ ? repensez a ce que nous avons fait pour «.
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EXERCICES

Trouver la solution générale par la méthode des coefficients indéterminés pour les systémes suivants :

1 y'=y,+2e
Y2'=y1—3€2t
n'=2y
2. 1 2 2
Yo' =2y +1-3¢
3 )’1‘:_)’1+2y2+3cost
¥, '=4y, =3y, —2cost—sint
4 v '==y —2y, +2cosht
' ¥, '=4y, =3y, +cosht+2sinht
5 y'=y, —3sint
' Y, '=—4y +5cost
6 =3y —4y, +€
¥y' =5y +6y, =3¢

Trouver la solution particuliére par la méthode des coefficients indéterminés pour les systémes avec
conditions initiales suivants :

'— 2 O = l
7. =3t avec {yl( )
Yy'==3y +2 2 (0)=-1

8. n'=n+2y,—-6t {)ﬁ ®=1

Yy =2y =y =+ -1 »(0)=-1

Yy '=3y, +4y, +cost 1,(0)=1

10.

9, {)’1 =y +2y, +sint {)’1 0)=0
avec

»'=y, —sint {yl 0)=-1
avec

Yy =—y1+cost+smt 1,(0)==-2

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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32. RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES NON-HOMOGENES

32.1. Méthode de la variation des paramétres (variation de la constante).

La présente méthode est beaucoup plus générale que la méthode des coefficients indéterminés. Elle s’applique
aussi bien aux systémes a coefficients non-constants qu’aux systémes a coefficients constants.

[Y'(t)]=[A(t)]*[Y(t)]+[G(t)], avec [G]i[O] et [A(t)];t[cte]

Dans cette méthode-ci, on essaie de construire la solution singuliére a partir des formes de la solution
homogene. Pour cela, on se rappellera que dans le cas d’une seule équation du second ordre, la forme de la solution
singuliere était construite comme étant :

Yp-g(0)dt n-g(0)dt
' [ +y2' ' '
NV 2=V NV 2=V

0=

avec y,(¢) et y,(¢) les formes solutions indépendantes de I’équation homogene :

@)=y O+, @)

On se rappellera aussi, lorsqu’on avait converti cette équation du second ordre en un systéme a 2 équations du
premier ordre, la forme de la solution homogene était :

10]=a 0]+ e[B0). ave [m)]{yy:,((?)} [Iﬁ(r)]{yy1 lm [m)]{yyj,((?)}

Soit en généralisant sous forme vectorielle pour un systéme a n équations d’ordre 1:

I 0] ] I jA0) |

[Y, 0] = [LO]+..+ ¢ [L @]+ te, [Y,0], avee [1,0]=| »WP@®) |, [LO]=| »P@)

-1 -
BIA0] o]
c’est a dire, sous forme matricielle :

[ »n®o .oy@® . 0 ] G

[o]=[PO]*[C], avec [PO)]=| WO . ¥ . WO | e [C]=|q

B O I G O B ) L ]

Dés lors on essaie la forme suivante pour solution singuliére :
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GO O A0 Cuy ()]

[Lol=[PO ] [U@]. avec [P0)]=| 30 . »W©O . PO | e [UO]=|un0)

_yl(n—l)(t) ' (n D(t) ' yfqn_l)(t)_ _un(t)_

C’est a dire qu’on a substitué la constante [C] par [U(r)] (c’est ca, la méthode de la variation de la

constante) . De sorte que par substitution dans I’équation générale (vectorielle) :

[ro]=[P0]*[vo]
[ ol=[ ool [Polvol =
[%, O] =[4]*[x,0]+[¢(®)]
[P0 vol+[ o] ol =[4*([Po]vol+cw))
Or on sait que :
Fol=[4*r@]. - . [Lol=[4 el . [Lo]=[4]0]

c’est a dire qu'on a :

RACISFIRR0)

et le systéme d’équations se réduit a :

(Yol vol=lcn] = [vo]=[P0] *c0)]

La matrice inverse de [?(t)] existe puisque son déterminant (le Wronskien) est non-nul puisque formé par

des vecteurs solutions [Y; (t)] tous indépendants.

Et le vecteur non-constant [U (t)] recherché vaut alors :

[U(®)] [ﬂ‘?(r) *[G(1)] dT}L[ ]

d’ou la forme de la solution singuliere :

[r.(0]=[P®] [ j[?(r) G(r)]dr}[?(r)][ ]

et la solution générale sera :
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[Y (t) =[P0]* I[‘Q(r) *[G@)]dr |+ D) |* [cg]
=[G

Qu'on peut aussi mettre sous la forme:

[, 0]=[P0]* ][M(?(TV)V)]*[G(T)] ar [+[P0]*[c,]

)

Pour mieux faire ressortir ce qui a déja été vu avec la solution singuliére de 1'équation du second ordre.

EXEMPLE : CAS D’UN SYSTEME DU SECOND ORDRE

Soit a trouver la solution singuliére du systéme suivant par la méthode de la variation de la constante :
-3 1 -6
=7 L e
1 3 2

SOLUTION :

1) Recherche de la solution homogene :

Il faut auparavant obtenir la solution homogéne, puisqu’on a besoin de connaitre les formes solutions
indépendantes [Yk (t)] pour construire [?(t)] . Cette solution ayant déja été trouvée dans un exercice précédent :

[%,0]=¢ me‘z’ +c Me“”

2) Recherche de la solution singuliére par la méthode de la variation de la constante (variation des paramétres) :
20 4 4 4 2 2
e e -1 1 —e —e 1]e e
[Y(t)} :{ oy 4;} = [Y(t)] - W{ 2 } - E{ 4 4;}
e e —e e

—e

de sorte que :
. _ 1 e e * ~6e™ = -2
[?(t)] [G(t)] - E|:e4z _e4tj| I: 2672[ jl Bl {—462[:|
et:
=r 2 -2t
= dt =
V] r_»[)l:—4€21:l i I:—2€2t +2:l

Remarquez le choix particulier du temps #, =0, et on ne s’occupe plus de la constante d’intégration qui sera
incluse dans la solution générale. On obtient alors pour solution singuliére :
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Dt 4272 —2e7H

=2t —4¢ _ P u
[Y,(]= [?(t)] [U()] = {e_zr e y } *[ 2t } _ { 2 —2¢7H +2e }
e _

et la solution générale est alors :

1 1 1 1
[Yg (t)J = [Yh (t)] + [K (t)] = L} e+ cy {_J e+t {_J e+ 2{_1} e

On voit que c’est exactement la méme solution générale que dans I’exemple par la méthode des coefficients
indéterminés (il suffit de désigner ici ¢, '=c, +2 pour obtenir exactement la méme expression).

32.2. Méthode de diagonalisation

Dans cette méthode, on procéde a un changement de base, de telle sorte que le systeme d’équations, exprimée
dans cette nouvelle base se résume & n équations chacune comportant une seule inconnue. Pour ce faire, la matrice
de passage de I’ancienne base a la nouvelle base peut-étre obtenue, soit par la méthode de Gauss-Lagrange (par
transformations simultanées et symétriques des lignes et des colonnes sur la matrice augmentée) comme suit :

-1 -1
An><n | I T;up | X D | X
- + —— - -— + - - -— + -
lignes colonnes
I | I | 0 X | 0
2nx2n
Ou encore par I’assemblage des vecteur propres. Matrice augmentée

Matrice de départ

RAPPEL :

La matrice de passage [X ] de I’ancienne base vers la nouvelle base sert a exprimer les composantes d’un

vecteur de la nouvelle base dans I’ancienne base. C’est a dire que la matrice de passage [X ] est constituée des

vecteurs propres.

Donc si I’équation de départ était : Matrice de
changement de base
[y of=[4]*[y)]+[60)] i
en appliquant la transfoymation a gauche/de fagon a transférer le probléme/dans la nouvelle base :
(') = Y]+ [x] " #[60)]
%,_/ %,_/
:[Z (t)J _[IJ <— Introduit pour
=[x LA ][] [y o]+ [(xT *[60)] fe caleul
=[D] =[z0]  =[HO]

Soit :
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A4 0 0
o . o0 .
[Z'0)]=[D]*[z(®)]+[H(1)], avec [D]=|. 0 4 0
0O . 0
K 0 4,
et les solutions seront, dans cette nouvelle base :
T=t
2O =hz, (O+h () = () =ce +eM j e (t)dt
T=t,

Pour obtenir ensuite les solutions dans 1’ancienne base, il suffit de re-multiplier toujours a gauche par la

matrice de passage [X ] :

[Y(0)]=[X] *[X]_l YO | =[X]*[Z20)] =X |z +..+[ X, |z, (O +..+][ X, |2, (0)

=t 7=t

=X o [XJeM +ore, [X, ] +[ X ]eM [P h@dr+.+[X, X [ eHn@dTe.

[Yh (t)] 7=t, 7=t,
RAG)

EXEMPLE :

-3 1 -6
Reprenons le systéme déja connu : [Y']= { }*[Y ] J{ }e‘”

SOLUTION :

1) Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de [A] -1 [I ] :

1

3 ﬂ‘=0=12+6/1—8=(1+2)(,1+4) = {

det(4]-A[I)=0 < ‘_31_1

Pour obtenir ensuite les vecteurs propres, il faut réintroduire la valeur propre d’une des racines pour trouver
le vecteur propre associé :

e = G = [ ] = o]
et

h=-4 = (4-L[D*[x;]=[0] = {_3;4 —32+4HH3} N [XZ]:M

X2

2) Construire les matrices de passage et la matrice diagonale :
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[
[X]zﬁ —11} = | ]_lzde:XE ﬂzi _21
2 2
et:
. % % 3 171 1] [2 0
e AP TR R s I S A B
2 2
alors :

—
=
1l
—
tal
*
—_
Q
L
1
= N =
—
*
|
o
S
©
| E— |
|
1
)
Q
©
| I

et la solution dans la nouvelle base est :

-2 0 27 e =2t
[Z'(r)]{o _J*[Z(t)]{ } = [Zg@}{l 4,_262,}

47

et la solution recherchée en [Y(g (t)} est alors :

1 1] |¢qe™ =2t 1], 1] ., 1], 1] .,
o=ttty S ol e oo

Ce qui est exactement le méme résultat qu’on avait déja obtenu par la méthode de variation des parametres.
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EXERCICES

Trouver la solution générale par la méthode de variation des parametres, puis par la méthode de
diagonalisation pour les systémes suivants :

n'=my +2e™
»'=n - 3"

n'=2y,
Vy'=2y +1- 312

»'=-»+2y, +3cost
¥,'=4y, =3y, —2cost—sint

v —2y, +2cosht

4.
{yz '=4y, -3y, +cosht+2sinht

\5

y'=y, —3sint

[

¥y, '=—4y, +5cost
n'==3y -4y +e
¥2'=5y1+6y, =3¢

Trouver la solution particuliére par la méthode de variation des paramétres, puis par la méthode de
diagonalisation pour les systémes avec conditions initiales suivants :

'= 2 O :l
7. n'=3nt avec {yl( )
y,'==3y, +2t »(0)=-1

y'=y +2y, -6t {yl(O)zl

»n'=2y- )’2_t +1-1 ¥,(0)=-1

10.

VY, '=—y +cost+sint 1,(0)=-2

{)ﬁ =y +2y, +sint {)ﬁ =0
avec

n'=y, —sint {)’1 0)=-1
avec

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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33. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES NON-
HOMOGENES

33.1. Méthode utilisant la transformée de Laplace

La transformée de Laplace peut étre appliquée pour résoudre un systéme d’équation différentielles non-
homogene. Comme pour le cas d’une seule équation différentielle, elle nous permet de trouver directement la
solution particuliére.

Soit alors un systéme d’équations de la forme linéaire a coefficients constants suivant :
[Y'O)]=[4]*[Y®)]+[G®)], avec [G1)]#[0] et [A]=]cte]
L’application de la transformée de Laplace nous conduit 4 :
s[u@]-[Ye=0]=[a]*[¥®)]+[9)]. avec [9(9)]=2¢[G0)] er [a]=2[4]

De sorte que la solution [“N(s)] recherchée dans ’espace des phases est :

([a]—s[l])*[eup (s)] =—[8(s)]-[r(t =0)]

Une fois que le vecteur [E'Jp (s)] est trouvée dans I’espace des phases, il suffit de reconvertir chacun des

¢léments de ce vecteur vers I’espace des temps :
[v,0]=<"[2)]
33.2. Résultats formels pour un systéme a 2 équations :

Le systéme se présente sous la forme :

-7 e[ T

Par transformation de Laplace et développement du produit matriciel :

sY($)=(0) = a1 Y () + % (s) + 9 (s)
5% (8) = 2(0) = ay Y () +an%(s)+%(s)

Ou encore :

(ay;-5)Y(s)+ a;p % (s) ==9(s)—,(0)
ayYf(s)  +(ap-5)%(s) =—%(s)—»,(0)
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Chapitre 33 Systemes d'équations différentielles— résolution par la transformée de Laplace

11 suffit de déterminer les inconnues < (s) et % (s) par une méthode quelconque (diagonalisation, substitution,
comparaison, méthode de Cramer, etc.) puis de convertir les réponses dans 1’espace des temps.

EXEMPLE : PROBLEME DE MELANGE COMPORTANT DEUX RESERVOIRS

Soit un réservoir 7; contenant 100 litres d’eau pure. Un second réservoir 7, contient aussi 100 litres d’eau,
mais dans lequel on a dissous 150 kilogrammes de sel. Le réservoir 7; est alimentée par une tubulure a raison de 8
litres/minute depuis I’aqueduc, et a raison de 2l/minute depuis le réservoir 7, . Une autre tubulure refoule a raison de
8 litres/minutes depuis le réservoir 7, vers 7,. Finalement, pour maintenir 1’équilibre dans la contenance des
réservoir, le réservoir T, doit bien siir refouler 8 litres/minutes dans le systéme d’égout. La concentration de sel dans
les réservoirs est homogéneisé par brassage mécanique. Trouver les quantités de sel y,(¢) et y,(¢f) qui se trouvent a
tout instant dans les réservoirs respectifs 7; et 75 .

& gal/min

(1)
150

2 gal/min _ Salt contentin T,

100

8 gal/min
3 50

——— Salt content in T,

| 1 L L
50 100 150 200

B gal/min

SOLUTION :

1) Modélisation du systéme :

Il faut savoir que la vitesse de variation de sel dans les réservoirs est le bilan de ce qui entre, moins ce qui en
sort par minute. Dés lors :

-8 .26 pres S, 2 6
N 100)’1 100)’2 s> M 100)’1 100)’2 100)’2

avec les conditions initiales :
1(0)=0, »,(0)=150
2) Expression du systéme dans I’espace des phases:
sY —»,(0) =-0,08% + 0,02 +§
5% — ¥,(0) =40,08% +0,08% +0

ou encore :

(<0,08—s)q+ 0,029 =—2_0
N

0,08  +(0,08—s5)% =0—150
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3) La solution dans I’espace des phases (par exemple par la méthode de Cramer) :

6 0,02 —0,08—s 6

S S

~150 —0,08—s 95+0,48 8 ()= 0,08  —150] 1505 +125+0,48
r —0,08—s 0,02 s(s+0,12)(s +0,04)

Q — =
‘1}7 (S) s
—0,08—s 0,02 | s(s+0,12)(s+0,04)

0,08 —-0,08—s 0,08 —-0,08 -

Soit aprés décompositions en éléments simples :

9s+0,48 _ 100 62,5 + 37,5

Yp(s) = =
s(s+0,12)(s+0,04) s (s+0,12) (5s+0,04)

q& (S)_150s2+12s+0,48 _lo, 125 75
2P s(s+0,12)(s+0,04) s (s+0,12) (s+0,04)

(c’est a vous de vérifier cette décomposition avec la méthode des résidus).

4) Solution particuliére dans le domaine temporel :

N (1) =100-62, 5670120 437 507004

Y5, (£) =100+125.¢7%1% —75.e700%

d’ou I’allure des courbes de quantité de sel (voir a coté du croquis des réservoirs):

EXEMPLE : CIRCUIT ELECTRIQUE

Soit a trouver I’expression du courants i (¢) et i, (¢) dans le circuit électrique suivant :

i
30

it}

i5(t)
10

0 | | l 1 I
g o5 1 1.5 2 25 3 ¢
Currents

qu’a Dinstant initial =0 : §4(0)=0et

sachant
100 0<¢< l
est:v(t) = 2 Volts .
1
0 t>—

2

ih(0)=0, et que la forme de la tension
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Chapitre 33 Systemes d'équations différentielles— résolution par la transformée de Laplace

SOLUTION :

Les courants désignés i (¢) et #,(¢) sont appelés les courants de maille. En utilisant la méthode appropriée
(méthode des mailles), nous pouvons dresser les équations suivantes d’apres la loi de Kirchoff (la somme des
tensions le long d’un parcours fermé est nul : z Ve=0):

k

maille 13| 7, %+Rl (i, —iy) — Ryiy =v(2)

di
maille 2: Rl(iZ _il)‘l‘Lz%:O

soit, en introduisant la valeur des éléments en remplacement des symboles (pour simplifier la présentation) :

0,80, +1(;, — i)~ 1,4i, =100 1-U(t—1)]

soit, sous forme normalisée pour la résolution des systémes d’équations :
. . . 1
i '=-3i +1,25i, +125 1—U(t—5)

et pas transformée de Laplace :

—s/2
sI, —i,(0) = =31, +1,251, +125{l— ¢ }
S S

S[z_iz(o): 1]1_ 112 +0

11 s’agit alors d’un systéme de 2 équations linéaires dont les 2 inconnues sont /;(s)et I,(s). Nous pouvons
les déterminer selon la méthode de Cramer :

12 1
ho=—20 )
1 7 s(s+—)(s+=)
(s+3), — 1,25, =—125| —— +i,(0) A
N N = 125
—s/2
~I,  +(s+DL =0 +i,(0) Ls)=——"F——=(@1-e"")
+)(s+—
s(s 2)(S 2)
soit apres décomposition en fractions partielles :
500 125 625 s
L& =| 2o 1=
s 3(s+4) 21(s+3)
500 250 250 _S
L(9)=| —==T— - (A=)
s 3(s+4) 21(s+2)
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Chapitre 33

et les solutions dans le domaine temporel sont :

() =| 220 125 2823 iy | 300133 cempn 6B pr0-pr2 1y
73 21 3 21

() =| 220 20 g 230wz g | 30020 -prz 20 70-bi2 gy 1y
73 21 73 21

EXEMPLE : MECANIQUE DE TRANSLATION COMPLEXE

Il s’agit du systéme en mécanique de translation avec 2 masses et trois ressorts vu précédemment au chapitre
26:

Graphe linéaire associé

dans lequel m; =m, =let k; =k, =k; =k, et dont les conditions initiales sont: y,(0)=1,,'(0)= NS
12(O0)=1, 3,'0) =3k

Trouver alors I’expression des positions y,(f) et y,(¢) a I’aide de la transformée de Laplace.

SOLUTION :

Nous avons d¢ja noté, a partir du graphe linéaire, bien que ce circuit comporte 5 ¢léments réactifs, qu’il s’agit
d’un systéme du 4°™ ordre au cause d’un noeud trivial (revoir la note explicative au chapitre 26).

D¢s les équations d’aprés la seconde loi de Newton étaient :

{ —-my "=k —ky(y—y,)=0
thy (N = y2)—myy, "=k, =0

soit apres mise en forme pour la résolution :
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Chapitre 33 Systemes d'équations différentielles— résolution par la transformée de Laplace

ki +k k
n"= _(g))ﬁ + (—Z)YZ

my m o {)’1":_2kyl+ ky,
k k,+k "= -2

pt =y (e, Dt 2l
my my

Et par transformation de Laplace :

{ 52Y; =51 (0) = 3, (0) = —2kX, + kY,
57V, =59, (0)=y,'(0) = k¥, —2kY,

le systéme d’algébre linéaire a résoudre est donc :

(s> +2k)Y, - kY, = s5y,(0)+ 1, (0)
—kY,  +(s* +26)Y, = 59,(0)+ », (0)

soit en introduisant les valeurs :

(s> +2k)Y, — kY, = s +~[3k
—kY,  +(s+2k)Y, =s—3k

d’ou les solutions dans le domaine des phases :

_ (sH+Bh)(S® +20)+k(s—3k) _ s . 3k

5s) (5% +2k)* — k> (2 +k) (s2+3k)
Y(S):(s—&)(s%zknk(s—\/ﬁ): s A3k
2 (5% +2k) — k> (s2+k) (s +3k)

et finalement les solutions dans le domaine temporel :

»1(t) =cos «/Et +sin ﬂt
¥, (t) =cos Jkt —sin~/3kt
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EXERCICES

Trouver la solution particuliére par la méthode de la transformée de Laplace pour les systémes avec
conditions initiales suivants :

'= 2 O :l
1. 1N 3+t avec {)ﬁ( )
Yy'==3y +2 2 (0)=-1

Vi'=y 2y, -6t {yl(0)=1
2. ) vec
Yy '=2y =y, —t" +t—1 ¥ (0)=-1
3 n'=y+2p, +sint n0)=0
. avec
4 »'=y, —sint y »n0)=-1
) VY, '=—y +cost+sint 1,(0)=-2

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

34. SERIES ET INTEGRALES DE FOURIER

34.1. Introduction

Les séries de Fourier' servent a représenter les fonctions qui sont périodiques a ’aide d’une décomposition en
termes sinusoidales et cosinusoidales.

34.2. Définitions

Une fonction est dite périodique si elle est définie en tout point (excepté en certains points isolés) et qu’il
existe un nombre positif p tel que :

fx+p)=f(x)

Le nombre p est alors appelée la période de f(x). Le graphique d’une telle fonction est constitué¢ d’une
section de forme qui se répéte dans le temps apres une distance p .

fix)

les fonctions périodiques les plus connues sont la fonction sinusoidale et la fonction cosinusoidale. Mais on
peut remarquer g une fonction constante est aussi périodique pour une infinité de valeurs de p.

34.3. Propriétés des fonctions périodiques

Si une fonction est périodique de période p, elle est aussi périodique de période kp, avec ke N.

La plus petite valeur périodique de la fonction s’appelle la période fondamentale .

34.4. Séries trigonométriques

Le premier objectif concerne la représentation des fonctions périodiques de période p =27 a ’aide de
fonctions simples également périodiques de période p =2z que sont les fonctions sinusoidales :

1, cosx,sinx, cos2x,sin2x, ... COSu#X,Ssinnx,

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) est un mathématicien et physicien né Paris. Il avait accompagné Napoléon en Egypte et fut plus tard
Préfet de Grenoble. 1l a utilisé le développement de séries en sinus et cosinus dans son ouvrage « Théorie analytique de la chaleur » paru en
1822.
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Chapitre 34

Séries de Fourier

si f(x+27)= f(x)alors:

L,

cos 2x

S (x)=aqq +Za,, cosnx +b,, sin nx

n=1

AVAVAY:

cos 3x
sin 3x

On dit alors que la fonction est développée en série trigonométrique, et les a,,,b, sont appelés les coefficients

de la série pour la fonction périodique en question.

- page 2 -



Equations différentielles Chapitre 34

EXERCICES

Trouver la période fondamentale pour chacune des fonctions suivantes:

1. cosx

2. sinx

3. cos2x
4. sinzx
5. cos2zx
6. coskx

7. sinz—”x
k

L2r

X

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

35. COEFFICIENTS DE FOURIER

35.1. Détermination des coefficients dans les séries trigonométriques

Nous rappelons que si une fonction est périodique de période p =2, alors on peut la représenter sous la
forme d’une série trigonométrique :

f(x)=a, +Za,, cosnx+b, sinnx

n=1

Pour évaluer les coefficients a,puis a,,b,nous allons démontrer les relations suivantes qui sont les formules
de calcul des coefticients.

73 3 >
[ f(x)dx = f [ao +Zan cosnx+b, sin nx]dx
T T

n=1

c’est a dire si la série trigonométrique est convergente, qu’on peut intervertir I’intégrale et la sommation:

. 73 > 7 73
f f(x)dx =a, f dx + z a, f cosnx.dx+b, f sin nx.dx
T T =1 T T

on se rend compte que 1’intégration sur une période compléte pour une fonction sinusoidale ou cosinusoidale
est nulle, et il ne subsistera que le terme g, comme suit :

f: F(x)dx = a f: 10 = a =i Jj F(x)dx

Pour obtenir le coefficient a,, , il suffit de neutraliser le terme cosinusoidale comme suit :
3 3 > )
f f(x).cosmx.dx = f ag + z a, cosnx +b, sin nx |.cos mx.dx
i i n=1
soit :

73 73 > 3 73
[ f(x).cosmx.dx = a, f cos mx.dx + [z a, f cosnx.cos mx.dx+b, f sin nx.cos mx.dx]
T T T T

n=1

T

comme on observe que : f cos mx.dx =0, tandis que :
T

cosa.cosh = %(cos(a +b)+cos(a—b))

sina.cosh = %(sin(a +b)+sin(a—b))
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Chapitre 35 Séries de Fourier- formules d’Euler

73 1 73 73
f COS 11x.cos mx.dx = 3 f cos(n+m)x.dx+ f cos(n—m)x.dx

o . v v 71
il s’ensuit :

T T T

T T T
et [ sin nx.cos mx.dx = %[ f sin(n+m)x.dx + f sin(n— m)x.dxj

T T
Or les intégrales suivantes sont toujours nulles: [ cos(n+m)x.dx=0 et f sin(n+ m)x.dx =0, tandis que :
T T

T T

f cos(n—m)x.dx =0, Si nm#Em f sin(n —m)x.dx =0, si n#m
g et que : g
T T T T

f cos(n—m)x.dx = [ ldx=2mx, si n=m f sin(n —m)x.dx = f 0dx=0, si n=m
T T T T

de sorte que 1’on obtient :

74 1 74 1 %3
f f(x).cosmx.dx =a, — f ldx = a,=— f f(x).cosmx.dx
v 2 dx T dx

de fagon analogue, si on veut calculer le coefficient b, correspondant, il suffit de neutraliser le terme

sinusoidal correspondant :
T . T - . .
J:r f(x).sinmx.dx = J:[ ag + z a, cosnx+b, sinnx |.sin x.dx
n=l1

soit :

T

z z > r z
f f(x).sinmx.dx = a, f sin mx.dx + [Z a, f cos nx.sinmx.dx +b, f sin nx.sin mx.dx}
T T T

n=

T

On observe que : [ sin mx.dx =0, tandis que :
T

cosa.sinb = %(sin(a +b)—sin(a—b))

sina.sinb = %(cos(a —b)—cos(a+b))

7 1 73 7
f cos nx.sin mx.dx = —( f sin(n+m)x.dx — f sin(n — m)x.dxj
. X 71 2 T 71
il s’ensuit que :

T T

Z 1 Z3 Z3
et f sin nx.sin mx.dx = 3 f cos(n—m)x.dx— f cos(n+m)x.dx
T

T T
Encore une fois, les intégrales suivantes sont nulles: f cos(n+m)xdx=0 et f sin(n+m)x.dx =0, tandis
T T

que :

T T

f cos(n—m)x.dx =0, si m#Em f sin(n —m)x.dx =0, si n#m
g et que : g
T T T T

f cos(n—m)x.dx = [ ldx=2mx, si n=m f sin(n —m)x.dx = f 0dx=0, si n=m
T T T

T
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d’ou le résultat :

. | 1
f F(x).sinmxdy=b, ~ f ldx = b, =~ f £(x).sin mxdx
4 2 dr T +rm

RESUME :

Toute fonction périodique de période p =27 peut étre décomposée en série trigonométrique :

fx+27) = f(x)=ay + zan cosnx +b, sin nx

n=1

avec les coefficients évalués selon les formules d’Euler :

1 7
a =§J:r f(x).1.dx

T
an=lf f(x).cosnxdx, n=12,3,4,5,..
T Lr

T
b =L f F(x)sinnvdx, n=1,2,3,4,5,..
T T

EXEMPLE : SERIE DE FOURIER POUR UNE ONDE CARREE

—h, —mr<x<0
11 s’agit de traduire I’expression des coefficients dans le cas d’une onde carrée : f(x) =1 +A, O<x<rm

Sx+27) = f(x)

SOLUTION :
1) D’abord faire une esquisse de la fonction périodique :
fix)
k
-1 0 I n X
[ T |
I
2) Calculer les coefficients :

1 1 ™
a0=—[ f(x).ldx=— f—h.l.dx+£ hldx|=0
2 +r 2| +x

1 1 1] sinmx " 1, sinnx |7
a, =— f f(x).cosnx.dx = —{ f —h.cos nx.dx + fh.cos nx.dx} = —{—h.—} +—{h.—} =0
T +r T T T _r

n
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1 = 1 1 cosnx | 1 cosnx " 2h
b, =— f f(x).sinnx.dx = —{ f —h.sin nx.dx + fh.sin nx.dx} = —{h. } ——{h. } = —[1 —cos nﬂ]
T &7 T T T n _r T n 0 nw

c'est a dire :
a, =0
a,=0, Vne N
4h o
—, pour n impair
b, =1 nr
0, pour n pair

de sorte que la série trigonométrique pour 1’onde carrée est :

- 4h
f(x)= ) ———sin(2k+1)x
kZ:(; k+Dr

on peut donc reconstruire I’onde carrée a partir de suites de sommes partielles, incorporant au fur et a mesure
les termes de la série :

S, =ﬁsinx S, =ﬁsinx+ﬁsin3x S; =—sinx+—sin3x+——sinSx
V4 T 3z T 3z hY/4

d’ou les figures d’approximation successives de I’onde carrée.
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k— S

- T

-k

)

REMARQUE :

Cette mise en série trigonométrique permet de déduire la valeur de certaines séries en fixant la variable x a
certaines valeurs remarquables.

L /4
Par exemple dans I’onde carrée, si on fixe x= > :

oo

4h 4n(0 1 1 1
Ty — — sinRk+DE=—|1——+———....|=h
/&) ;(2k+1)7rsm( 2 ﬂ[ 3 J

d’ou on en déduit la valeur de la série :

111 z
- fmm—= 2
35 774

telle que trouvée par Leibniz en 1673 (mais & partir de considérations géométriques) .

35.2. Orthogonalité des composants de la série trigonométrique

Les éléments: 1, cosx,sinx, cos2x,sin2x, .., cosnx,sinnx, ... constituent une base (de dimension

infinie) orthogonale sur ’intervalle -7 < x <+7 .
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r 0, sin#m
COS nX.COS mx.dx = )
z 2r, sin=m

T
f cos nx.sin mx.dx ={0, Y n,m
T

sin#m

z . 0,
et sin nx.sin mx.dx = ]
z 2w, sin=m

Attention a la définition de 1’orthogonalité, qui n’est pas pour un point précis, mais lorsque résumée sur
I’ensemble de la plage ]—7[, +7[[.

35.3. Convergence et somme des séries de Fourier

THEOREME

Si une fonction est périodique de période p =2, continue par morceaux dans l’intervalle ]—7[, +7r[, et

posséde des dérivées a droite et des dérivées a gauche en tout point de cet intervalle, alors la série de Fourier est
convergente. Et la somme infinie des termes donne exactement f(x), sauf aux points de discontinuité, ou elle

vaut la moyenne des valeurs de limite a gauche et limite a droite du point de considéré.

DEMONSTRATION :

La démonstration que nous allons faire concerne seulement les fonctions continues et au moins 2 fois
dérivables. La démonstration pour des fonctions continues par morceaux est plus complexe et renvoyé a des
ouvrages plus spécialisés.

Soit a calculer le coefficient a, de la série, en utilisant 1’intégration par parties :

nw

a, = 1 Jim f(x).cosnx.dx = {M} L fﬁf‘(x).sin nx.dx
T+ _, hm L

le 1° terme de droite est nul {M

+
} =0, tandis qu’on peut de nouveau intégrer par parties sur le 2°™
nr
/2

terme :

1 n . ' 7 1 n
-— f f'(x).sinnx.dx ={f (x)zcos nx} - f f"(x).cosnx.dx
nw oz nmw gz N T
or . f'(x)cosnx " , . . L.
De nouveau, le 17 terme de droite est nul | =————| =0, car f'(x) est continue et aussi de période
n°rw _x

p=2n. Side plus, la dérivée seconde f"(x) est continue sur I’intervalle d’intégration, on peut la borner par une
valeur M :

|/"@| <M, Vxe |-z +a]

De plus :
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cosnx|<1, Vxe |-m,+rx|.
|cos x| |-, +n

De sorte que :
1 z 1 z 2M
|a,,| =—— f S "(x).cos nx.dx| < —— f M.dx=—-
nriw 7 n°mw +r n
De la méme fagon, on trouvera que :
1 ™ . 1 z 2M
bl =—=| [ 7 sinmea < [ mae==
n-yw 3 n°mw +r n
. — 2M 2M . .
Comme la série |a0| + Z—2+ —— converge, donc il y a convergence absolue de la série :
n=1 n=1

=3 oo

ag +ian cosnx+b, sin nx S|a0|+2|an cosnx|+2|b” sinnx| < |a0|+i%+ 3 %
n=1 n=l1 n=l1 n=l1 n=1 T

c’est a dire en fin de compte que la série : a, + z a, cos nx + b, sin nx converge.

n=1
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Séries de Fourier- formules d’Euler

EXERCICES

Déterminer les séries de Fourier pour les fonctions suivantes :

1. (o) +1, —mw<x<0
X)= .
-1, 0<x<+rx
+1, —-Z<x<Z
2. f(x)={ 2” 23”
—1, 7S.X<T
x, —L<x<Z
3 f(x)={ e
0, 7_X<T
o o -1, 0<x<Z
. X)=
0, %Sx<27r
s —Z<x<Z
5. f(x)= 2 )
T—X, %Sx<37”

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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36. SERIES DE FOURIER- FONCTIONS PERIODIQUES 2L

36.1. Calcul des coefficients dans le cas de période autre que p=2r :

Nous rappelons que si une fonction est périodique de période p =2, alors on peut la représenter sous la
forme d’une série trigonométrique :

f(x)=aqa, +Z(an cos nx +b, sin nx)

n=1

11 s’agit a présent d’étendre cette représentation a des fonction périodiques qui sont de période quelconque
p=2L.

Il s’agit dans ce cas de faire une conversion d’échelle pour 1’axe x. Ainsi, on sait que les fonctions
sinusoidales sont périodiques p =27 . Il s’agit alors de faire en sorte que les fonctions sinusoidales voient toujours

leur période p =27 lorsque x passe de x — x+2L . D’ou I’écriture de la série de Fourier :

- nIx nITx
xX)=a, + a, cos——+b, sin——
f( ) 0 Z( n L n L J

n=1

Dans ce cas les formules d’Euler pour calculer les coefficients de la série deviennent :

1 L
a, =E J:; f(x)dx

lfL nix
a, =— x).cos——.dx, n=1,2,3,4,5,...
=7 ], FCeos™

L
bnzlf FOosin ™ dx, n=1,2,3,4,5,..
L)L L

NOTE :

I s’agit de bien faire la distinction de terminologie. Lorsqu’on parle de la série
- nITXx . NTX L . . .
ag +Z a, cos——+b, sin—— |en général, les coefficients a, et b, ne sont pas encore déterminés, on parle tout
“~ L L
simplement de série trigonométrique. Lorsque les coefficients a, et b, sont fixés pour représenter une certaine

fonction périodique f(x) , on parle de série de Fourier qui représente la fonction périodique f(x) .

DEMONSTRATION :

Il s’agit de montrer que les formules ci-dessus redonnent bien les formules des séries trigonométriques

p =2, apres le changement de variable approprié. Soit donc a poser : u = % .

Dés lors : f(x) = g(u(x))=(g-u)(x),
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Chapitre 36 Séries de Fourier- fonctions de période 2L

avec: f(x+2L)=f(x) = gu(x+2L))=(gou)(x+2L)=(gou)(x).

Or on constate que : g(u(x+2L))=g(u+2m)=g(u), c’est a dire que la période de la fonction transformée
est p=2r.

En calculant les coefficients pour cette fonction périodique g(u), d’aprés les formules d’Euler originales :

1 4
ag =—£ g(u).1.du
2 >
1 T
a, =— f g(u).cosnudu, n=12,3,4,5,..
T dr

T
bnzlf g().sinnudu, n=1,2,3,4,5,..
T

. . X V3 .
Si on substitue u=T, gw)=f(x), et du=zdx dans ces formules, et qu’on substitue les bornes
d’intégration correspondantes :

u—-n} & {xo-L

u—+rt o {x—>+L

On arrive finalement aux expressions citées pour une période quelconque p =2L :

1 fL V4
=— d1.=d
4= Lf(x) T
1 L T\
a, =—f f(x).cos| n—x |.—dx, n=12,3,4,5,..
T L L L

L
b, =lf Fooysin| nZx | Bax, n=1,2,3,4,5,.
T +L L L

REMARQUE : INTERVALLE D’INTEGRATION

Il n’est pas nécessaire dans les formules d’Euler, de prendre les bornes absolument symétriques, on obtiendra
les mémes coefficients du moment qu’un intégre sur une période compléte p =2L :

1 E+2L d
ay =— X)dx
0= 57 S(x)
1 pot2l nrwx
a, =— x).cos——.dx, n=1234,5,..
= [ e

+2L
b, =%J: f(x).siner—x.dx, n=1,2,34,5,.
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Chapitre 36
EXEMPLE : SERIE DE FOURIER POUR UNE ONDE CARREE
0, —2<x<-1
. . . . . . . ) _1 <x< +1
Soit a trouver la série de Fourier pour la fonction périodique suivante : f(x) =
0, +l<x<+2
S(x+4)=f(x)
SOLUTION :
1) Tout d’abord faire une esquisse de la fonction périodique p =4 :
Fla) ]
g i
= 1 T = 2
2) Calcul des coefficients, mais cette fois-ci en partant de o =—1
1 (o2l p 1 (-1+4 p lflhd 1 30dx h
“ 2L-|: Jde=g ], J@de=y ], x4£1 2
. h
soit : |y = 5
+2L 1+4 1 3 +1
a, = 1 J: f(x).cosm—xdx = 1 [ f(x).cosm—xdx = 1 f h.cosmafx+l Jj 0.cos X gy = M sin 2%
L L 2 4 2 2 41 2 2 J 2 nw 2 1,
+%, si n est impair=1, 5, 9,..
nrw
. 2h . o
soit : |a, - si m est impair=3, 7, 11,...
74
0, si n est pair

+2L 1+4 1 3 _
b, =lJ: f(x).sinm—xdx = ! f(x).sinm—xdx =lf h.sinnﬂ-—xdx+l Jj O.Sinmdx= h cos
L L 2 J-1 2 2 i1 2 2 1 2

nwx

nrw 2

b, ={0,

Vn=12,3,4,5,6,..

:l+l
-1

Cela est normal que les coefficients b, =0 , car la fonction f(x)est paire, et qu’en conséquence, il ne peut y
avoir des composantes impaires dans la série de Fourier.

cosZ x—1

1 3z 1 Swy 1 Iz 1 I
> 3C08 - X + 5008 == X — = COS - X+ COS - X )

h 2h
S@ =2+
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Chapitre 36 Séries de Fourier- fonctions de période 2L

EXEMPLE : SERIE DE FOURIER POUR UNE SINUSOIDE REDRESSEE DEMI-ONDE

Soit une onde sinusoidale qui correspond a la tension d’alimentation électrique dans les foyers :
E@t)= E, sin @t . On fait effectuer un redressement mono-alternance a 1’aide d’une diode pour alimenter & moindre

tension une ampoule (c’est le cas des lampadaires a 2 intensités que vous achetez). Donner alors la série de Fourier
d’une telle onde.

Interrupteur Dinde

._”7

Ampoule
Eo.simt w2 TEWM 20

Et)
120 WIB0 Hzl0 Deg

SOLUTION :

1) Esquisse de la fonction :

ult)

/\ /\

-l 0 e i

Déterminer les coefficients de la série de Fourier pour cette fonction périodique qui est :

0, -L<x<0
[0}
u(t)=1Eysinwt, 0<x<+7%

u(t +27”) =u(t)

+2L z o . E
a =i J: F(x)dx =% L u(t)dt =% J: O.dt+% J: Eysinord ==

. E,
Soit : @y =—
V3

1 po+2L nwx o (to w o (e . .
a, =— f(x).cos——dx=— u(t).cosnwtdt =— | 0.cosnwt.dt+— E, sin wt.cos nawt.dt
"L L bz P 7 0

_E, cos(1+n)wt  cos(1—n)ar Jr%_E0 cos(1+n)m cos(l—n)ﬂ'Jr 1 N 1
Com (1+n) (1-n) |, 27|  (1+n) (1-n)  (1+n) (1-n)
£ 2 + 2 =— 2E , si n est pair
soit : |a, = 2r (1+n) (l—n) (i’lz—l)ﬂ'
0, si n est impair
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1 o2l . NTX o (to . w . o e, . .
b, =— Jq f(x).sin——dx =— f u(t).sinnwt.dt =— | 0.sinnwt.dt+— J: E, sin wt.sin not.dt
L Yo L Tz Tz T

(-no  (1+n)o | (-mo  (in)e  (-no  (1+n)o

a)EO{sin(l—n)a)t sin(l+n)wt1+g_a)EO{sin(l—n)n' sin(1+n)7 0 0 :l
2r B - -

si n#l

ok, sin2ar " wEy| & sin2w sin0 .
t— = —= 0+ , si n=1
2r 20 o 20 20

0 2 -

— sin=1

b,=3 2"
0, sin=2,3,4,5,...

D’ou I’expression en série de Fourier de I’onde redressée mono-alternance :

E, E, . 2F
u(t) == +="sin ot ——0(%cos 20t + L cos 4wt + - cos 6wt + - cos 8wt + )
P jn 15 35 63
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Chapitre 36 Séries de Fourier- fonctions de période 2L

EXERCICES
Déterminer les séries de Fourier pour les fonctions suivantes :

-1, —-1<x<0
1. f(x)=9+L, 0<x<+l.
f(x+2)=f(x)

+1, —-1<x<0
2. f(x)=<-1, 0<x<+1.
S(x+2)=f(x)

0, —2<x<0
3. f(x)=12, 0<x<+2 .
S(x+4)=7f(x)

-2, —2<x<0
4. f(x)=442, 0<x<+2.
S(x+4)=f(x)

5. /() {Zx, —l<x<+l
. X)= .
f(x+2)= f(x)

1-x2, —l<x<+l

6. f(x)= ’ )
st &v+m=ﬂm

3x2, -l<x<+1

7. =
/(0 &u+m=ﬂn

QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

37. SERIES DE FOURIER- FONCTIONS PAIRES ET IMPAIRES

37.1. Introduction

Nous avons vu dans certains exemples des chapitres précédents, que lorsqu’une fonction est paire, il s’avere
que les coefficients b, qui correspondent aux termes sinusoidales, sont tous nuls. De la méme fagon, lorsqu’une

fonction est impaire, les coefficients a, qui correspondent aux termes cosinusoidales sont tous nuls. Nous allons

confirmer ces résultats par des théorémes, ce qui va nous permettre, lorsqu’une fonction est soit paire, soit impaire,
de ne pas chercher a calculer inutilement ces coefficients pour constater par la suite qu’ils sont nuls...Cela va nous
éviter de nous tromper durant les calculs longs et inutiles et de déduire des valeurs erronées de coefficients qui
devaient étre nuls.

37.2. Définitions des fonctions paires ou impaires

Une fonction est dite paire si : f(=x)=f(x)

Une fonction est dite impaire si : f(=x)=—-f(x)

aN |
~_/ :
o~ /

37.3. Propriétés d’intégrales de fonctions paire et impaires

THEOREMES

1) Si une fonction est paire, I’intégrale sur des bornes symétriques équivaut a :

fLLf(x)dx =2X J:Lf(x)dx

2) Si une fonction est impaire, I’intégrale sur des bornes symétriques équivaut a :

fLL F(0)dx=0

3) Le produit d’une fonction paire par une fonction impaire est une fonction impaire.
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Chapitre 37 Séries de Fourier- fonctions paires et impaires

DEMONSTRATIONS

1) Dans le cas de la fonction paire: fLLf(x)dx = fL f().dx+ J:Lf(x).dx = J‘_OL f(=x).dx+ fL f(x).dx

puisque qu’on sait que : f(—x) = f(x). Soit en faisant le changement de variable : u =—-x = du=-dx,
on obtient :

fLL f(x)dx = JO ) du fL f(x).dx = J; " Fw)du + J: " p )y =2 £L f(x).dx . CQFD.

2) Dans le cas de la fonction impaire : fLL F(x)dx = fL F(x)dx + EL F(x)dx = f |~ (xdx+ J:L F(x)dx

puisque I’on on sait que f(—x) = —f(x). Soit en faisant le changement de variable : u =—-x = du=—-dx,
on obtient :

[;Lf(x)dx = fo(u).du + fo(x).dx :—fo(u).du + fo(x).dx =0. CQFD.

g(=x) = g(x)

3) Soit g une fonction paire et 4 une fonction impaire : .
h(—x) = —h(x)

Des lors : g(—x) = g(—x)h(—x) =g(x)(#(x) =g (x)h(x) = —g(x).CQFD.

COROLLAIRES

En conséquence de la multiplication d’une fonction paire par une fonction impaire, si f(x) est paire, alors :

. nllx TN . . . L Co
f (x).smT est impaire a cause de la fonction sinus qui est impaire. Ce qui implique que tous les

coefficients b, sont tous nuls:

1 (L nirx
b =—f x).sin——.dx =0
n =7 Lf() L

De sorte que la série de Fourier d’une fonction f(x) paire ne comporte que des termes cosinusoidales :

S nitx
fx)=q, +Z(an cosTj

n=1

R . . . nirx .. . . s .
De méme si f(x) est impaire, alors f (x).cosT est une fonction impaire. Ce qui cause 1’annulation de tous

les coefficients a,, :

IJ’*L nirx
a, =— x).cos——.dx =0
= [ Fcos™
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Equations différentielles Chapitre 37

De sorte que la série de Fourier d’une fonction f(x) impaire ne comporte que des termes sinusoidales :

f(x)= 2(@1 sin "T”xj

n=1

THEOREME

1) Les coefficients de Fourier de la somme de deux fonctions fj(x)et f,(x)est la somme des
coefficients correspondants aux mémes termes :

S )= fi(0) + fr(x) =(a01 +aoz) +[Z(an1 +an2)cosn_Zx by, +bn2)81n%]

n=l1

2) Les coefficients de Fourier du produit d’une fonction f(x)par un scalaire A sont les coefficients
correspondants multipliés par le scalaire A .

Af(x)=Aa, +[Z/\an cos% b, sin%}
n=l1

EXEMPLE : PULSE RECTANGULAIRE

Soit la fonction f *(x) représenté a la figure suivante.

I ixi A

 —

:'l\.':
|

i qT i dm Ehs J

Trouver sa série de Fourier.

SOLUTION :

-h, —-m<x<0
Il s’agit de la somme d’une fonction : f(x) =4 +h, 0 <x <47 dont on a déja calculé la série de Fourier au
fx+2m) = f(x)

chapitre 35, et d’un fonction constante de hauteur /.

D’apres le théoreme ci-dessus, il suffit de sommer les coefficients correspondants :

fley = _ > 4h
[0 = f(x) +h(x) =(0 +h) +kZ:(;—(2k+l)ﬂsm(2k +)x
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EXEMPLE : ONDE EN DENT DE SCIE

X+ —n<x<+7

fx+2m) = f(x)

Trouver la série de Fourier pour I’onde en dent de scie suivant : f(x) = {

SOLUTION :

1) tracer la figure :

Facid

VA

2) I suffit d’écrire f(x)comme la somme d’une fonction ()= et f,(x)=m. Comme
f1(=x) = —f (x) est une fonction impaire, nous pouvons déduire que les coefficients a, sont tous nuls; y

compris ag. Il nous suffit maintenant d’évaluer I’expression des coefficients b, :

+2L T
P J: Fsin g =L _r x.sin nx.dx
L L Tl

T

Or le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire. De sorte que :

+7T
2 7 2| —xcosnx 2 (7 2
b,=— | xsinnxdx=—|——| +— | cosnx.dx =——cosniT
w n 0o nmH w

d’ou I’expression de la série de Fourier :

[

f) =)+ () =IT+Z( —gcosnnsinnxj
n

n=1

37.4. Extension en fonction périodique paire et extension en fonction
périodique impaire.

On peut se servir d’une fonction f(x) délimitée seulement sur un intervalle O<x <Let répéter cette
fonction de facon a construire une fonction f;(x) périodique paire ou une fonction f,(x) périodique impaire, de
période p =2L.
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flacd
|
" SR
I L]
iy The geem farction fiy
il d
) L £ E
I8l flry actended oy o0 s penoec Rischan of pead 21
." xlj
\/’ ~ ey
il Fio lersded b in odd peresdc Faechion of pEiad 21

EXEMPLE : ONDE TRIANGULAIRE

2h
—X, O<x<£
2

Soit une fonction définie sur 0 < x <L comme suit : f(x) =
2h L
—(L-x), —<x<L
L 2

Construire la fonction périodique paire de période p =2L, puis la fonction périodique impaire, et calculer les
coefficients des séries de Fourier correspondantes.

SOLUTION :

1) Figure :

2) Dans le cas d’extension en fonction périodique paire, on ne calcule que les coefficients a, basés
justement sur la demi-onde originale.

lis Ddd eslensian
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Chapitre 37 Séries de Fourier- fonctions paires et impaires

2h L 2h
ag ——f fi(o).dx = “: Tx.dx+J;/zT(L—x).dx} =—

L L/2
a, :E'[) fl(x).cosn—nxdx :2 L 2hxcosn dx +J. %(L—x).cosﬂdx
L L L L L2 L L

soit par intégration par parties sur le premier terme:

—X.COS——dx =— —sin——dx
0 L L L 0 LY nrm

el e S e Lz( "——1]
L|2nm 2 n*

et par intégration par parties sur le deuxieme terme :

rlzzh nmx _Zh[Lx : nmrz_zh L2 Lk

L L L
J' 21 1~ vco = 2h nic o J2hft LG TR G
L2 L L | nm L |, L%rnm L

2h L L. nm| 2n| I? ni
=|0-— —(L-—)sin— | — coS njT —cos—
L nm 2 2 L | n*m? 2

d’ou I’expression du coefficient :

4h nit
a, =— 2cos— —cosnir—1
n*mr 2

et la série de Fourier :

00

_h 4h nit nir
f1(x)—§ Z[ > 2 [2cos——cosn7'r IJ cosij

Dans le cas d’une extension en fonction périodique impaire, les coefficients a, son tous nuls, y compris a . Il

reste alors qu’a évaluer 1’expression des coefficients b,

b, ——f S (x). sm—dx——L fo(x). sm—dx

sachant que le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire. Une méme démarche nous amene a :

8h.ﬂ

=—sin
"ok 2

d’ou la série de Fourier :

fHr(x)= i[ fz_z [smﬂj COS%TXJ
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EXERCICES

Déterminer les séries de Fourier pour les fonctions suivantes en utilisant les propriétés de parité:

-1, -1<x<0
1. f(x)=<+l, 0<x<+l.
S(x+2)=f(x)

+1, -1<x<0
2. f(x)=<-1, 0<x<+l.
S(x+2)=71(x)

0, —-2<x<0
3. f(x)=<2, 0<sx<+2 .
fx+4)=f(x)

-2, —2<x<0
4, f(x)=9+2, 0<x<+.
SOx+d) =71(x)

2x, —1<x<+

5. = .
1 {f(x+2) = (%)

— 42 _
6. f(x):{1 ¥, —l<x <+
f(x+2)=fx)

2 —
. f(x):{3x, I<x <+
f&x+2)=f(x)

QUESTIONS & PROBLEMES
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38. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES-CONCEPTS DE BASE

38.1. Définitions

- Une équation qui implique une ou plusieurs dérivées partielles d’une fonction (I’inconnue que nous
cherchons) a deux ou plusieurs variables indépendantes, est appelée une équation aux dérivées
partielles.

- L’ordre de la dérivée partielle la plus élevée détermine ’ordre de I’équation.

- On dit qu'une équation aux dérivées particlles est linéaire si elle est composée d’une combinaison
linéaire de la fonction et de ses dérivées partielles.

- On parle d’équation homogeéne si I’équation ne comporte pas de terme autre la fonction ou des dérivées
partielles. En présence d’un terme indépendant dans 1’équation, or parle d’équation non-homogeéne.

38.2. Exemples d’équations linéaires du second ordre

Voici les équations aux dérivées partielles les mieux connues en physique :

. . . . . 0%u 9%u
Equation d’onde a une dimension : o2l

c .
o’ ox?
2
Equation de la chaleur & une dimension : a_u =c? a_u .
ot ox?
2 2
Equation de Laplace a deux dimensions : a—Z a—Z =
ox~ dy
. . . . . ’u  9%u
Equation de Poisson a deux dimensions : —+—=f(x,y).
2 2
ox“ dy
2 2 2
Equation d’onde a deux dimensions : a—g =c? a—Z +a—Z .
ot ox® 9y
2 2 2
Equation d’onde de Laplace a trois dimensions : a—qu ou a_u =0.

_ + =
ox? 9?0z’
On constate que 1’équation de Poisson est une équation non-homogene.
38.3. Solution de I’équation aux dérivées partielles

Une solution a 1’équation aux dérivées partielles qui a été définie sur un domaine R de ’espace des variables
indépendantes, est une fonction, qui possede toutes les dérivées partielles apparaissant dans 1’équation, pour un
domaine incluant R , et satisfaisant 1’équation sur tout le domaine R .
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Chapitre 38 Equations aux dérivées partielles

En général, il existe une grande variété de fonctions qui satisfont une équation aux dérivées partielles. Ainsi
les fonctions suivantes :

u=x>-y* u=e*cosy, u=1In(x> + %)
. e . ) . ’u  9%u o o
sont toutes des solutions de 1’équation de Laplace a deux dimensions : 8_2+8_2 =0. L’étudiant est invité a
X y

les vérifier en effectuant les dérivées partielles et les substituer dans 1’équation.
Nous verrons plus tard qu’une solution particuliére a un probléme donné, nécessite I’introduction de

conditions aux frontiéres (problémes de Derichlet) pour u , ou encore de conditions initiales (si I’une des variables
indépendantes est le temps).

38.4. Principe de superposition des solutions

THEOREME

Si deux fonctions u; et u,, sont solutions de I’équation aux dérivées partielles homogene sur le domaine
d’intersection R =R, R, , alors fonction en combinaison linéaire : u = ¢;u; + c,u, est aussi solution de 1’équation

homogeéne sur le méme domaine d’intersection R =R, NNR, .

EXEMPLE :

Soit a trouver la fonction a deux variables u(x, y) qui soit solution de I’équation suivante :

Q’u(x,y)

02 u(x,y)=0

SOLUTION :

Cette équation n’implique aucune dérivée par rapport a la seconde variable indépendante y . Donc qu’il n’y a
aucune imposition sur la dépendance en y . De sorte qu’on peut alors résoudre cette équation comme une équation
différentielle ordinaire du second ordre en x, en considérant y comme une constante :

u'-u=0 = u=Ce +Ce”

Ou C, et C,étaient les constantes a déterminer. Pour avoir une solution u(x,y), il suffit donc que ces
constantes soient des fonctions de y :

u(x,y)=c(y)e’ +cy(y)e™

Vérifiez cette solution, en effectuant la dérivée partielle seconde et réintroduisez-la de nouveau dans
I’équation.
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EXEMPLE :

Soit a trouver la solution de 1’équation aux dérivées particlles suivante :

2
L0 o Juny) ou(xy)

U, —u 0
v dyox ox
SOLUTION :
On se rend compte que chaque terme de 1’équation comporte a la base, la dérivée premiére par rapport & x .
9 . . . .
De sorte que on peut poser: u, =p = u,, = 8_p = p,, . Et ’équation devient une équation a une seule variable :
Y
uy,-u,=0 < p,—p=0

La solution de cette nouvelle équation différentielle ordinaire du premier ordre est évidemment :
p=Ce™”
Pour une solution en x et y, il suffit d’appliquer la variation de la constante :

p(x,y)=c(x)e”

d’ou la forme solution :

X

u(x, ) = g0)+ [e(®e di =g +e” £ (x)

o
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EXERCICES
L . . . . ), . , ’u 5 9%
Vérifier que les fonctions a deux variables suivantes sont des solutions de 1’équation d’onde 8_2 =c 8_2 :
t X
1. u(x,t)=x>+12.
2. u(x,t)=sin9z.sin7 .
3. u(x,t)=cos4t.sin2x.
4. u(x,t)=sinct.sinx.
. . . . . ) . ou  ,0%u
Vérifier que les fonctions a deux variables suivantes sont des solutions de 1’équation de la chaleur — =¢ 8_2 :
X
5. u(x,f)=e'sinx.
6. u(x,/)=e* cos3x.
7. u(x,H)=e coswx.
—?ct
8. u(x,n)=e sinwx .
u 9%u
Vérifier que les fonctions a deux variables suivantes sont des solutions de 1’équation de Laplace 8_2 + 8_2 =0
X v

9. u(x,y)=2xy.
10. u(x,y)=e"siny.

11. u(x,y)=cosxsinhy.

12. u(x,y) =arctan [Z] .
X
Résolvez les équations aux dérivées partielles suivantes comme des équations différentielles ordinaires :
13. u,=u.
14. u  +%=0.
15. u, +2yu=0.

16. u_ =u. .
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Equations différentielles Chapitre 38

17. uy, =u.
18. u, =2xyu.
19. u,, =0.
20. uy,, =u,.

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Démontrer le théoréme de superposition des solutions, dans le cas des équations homogénes du second ordre
pour deux, puis pour trois variables indépendantes.
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SOLUTIONNAIRE
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AIDE-MEMOIRE

Ce résumé ne contient aucun concept ou signification des symboles. Ces liens doivent étre mémorisés lors de
votre présence au cours (fussiez-vous un génie que vous ne pourriez remplacer 45 heures de cours par un couple de
formules que vous ne comprendriez pas). Lors des examens ce résumé n’est pas admissible, vous devrez alors en
recopier 1’essentiel dans vos neuronnes.

Méthode a variables séparables:

gy'=fx - Ig(y)dy=jf(x)dx+c

Forme se ramenant a la méthode des variables séparables:

y'= g(l) - poser u =Y
X X
du dx
I— =|—+c¢c - trouveru - trouvery
gu)—u x

Equation exacte a 2 inconnues:

. . M .
1) Vérifier que I'équation est exacte: 6_ = a—N, sinon
dy Ox

appliquer procédure pour équation non-exacte.

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 - {2) Evaluer U (x, y)= INdy +1(x).

3) Chercher I(x0): L =M(xy) —» L= _ Z(x)=j...
Ox Ox

4) Vérifier qu'on a bien: a—U =M(x,y) et a—U =N(x,y)
Ox dy

Equation non-exacte a 2 inconnues:

1) Vérifier que 1'équation est non-exacte: a—P Z a—Q, sinon
dy Ox

appliquer directement procédure pour équation exacte.

L[LP_LQ]dx

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 - 42) Evaluer le facteur intégrant: F(x) =¢” 2*% *

ILLQ_LP‘,,
P{ ox Oy )
M =FP
N=FQ

ouF(y)=e

3) Procéder comme pour 1'éuqation exacte avec:{
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Equation de Bernoulli:

1) Poser: u(x) = [y]l_a
y+p(x)y=gx)y* - {2)Résoudre directement 'équation différentielle devenue linéaire:

u'(x)+(1-a)p(x)u(x) =1-a)g(x) - trouveru(x) - trouver y(x)

=p(x) =r(x)
Meéthode itérative de Picard:
{y' =f@n o=t [ fa, o
y(x9) =¥ ’

2) Répéter 1) pour que y, (x)converge vers la solution y,, (x):

Equation générale linéaire du 1er ordre:

- x)dx
1) Trouver la solution de 'équation homogene: y ', (x) + p(x)y,(x) =0 - y,(x) =Cy;(x) =Ce Jp( :

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parametres):
r(x

Y0 F Py, =r) — 3,0 =50 [L
yi(x)

y'+p(x)y =r(x) - <3)Former la solution générale:

1o (0= 304y, = P { el 7 +c}

4) Trouver la solution particuliere:

Introduire la condition initiale y(x,) = k,pour fixer la constante C

Nombres complexes:

iwx

+i ..
""" = cos wx +isin wr
e "™ = coswx —isin wx

Acoswx + Bsin wx

Ce" ™ +Cpe™™ = A=C +C,
en posant .
B=i(C,—-C,)
C cos(wx — 6)
L= C=vA*+B*
Acoswx + Bsin wx =
en posant

B
@ = arctan(——
arctan( A)
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Equation a coefficients non-constants d’Euler-Cauchy:

1) Trouver la solution de I'équation homogene:

xzy"h+ axy',+by, =0 — poser: y(x) = x"

— équation caractéristique associé:
m* +(a-Dm +b =0

cas_1: m; # m, 2 racines réelles:

Yh(x) = Cx™ + o™

cas_2: m; = m, 1 racine double:

() = (€ +CyIn(x)) x™

cas_1: m; =m, 2 racines complexes conjuguées:
y"+axy'+by =r(x) - -1 2 P jug

v, (x) = x7 [Acos(ln x) + Bsin(In x)]
2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parameétres):
Vor(x)dx v [ yir(x)dx
2 o 2).2 "
XY=y y) X (ny'2=y1y2)

Xy Faxy' +by, =r(x) -y, (%) :-ylj

3) Former la solution générale:

Ve (X) =y, (x) + v, (%)

4) Trouver la solution particuliere:

Yo (%) =k
Yo (x0) =k

A
B

e ) ¢
Introduire les 2 conditions initiales { pour fixer les constantes { ' ou
2

Equation générale linéaire du 2éme ordre mais a coefficients constants seulement:

1) Trouver la solution de I'équation homogene:

y',tay',tby, =0 - poser: y(x) =M

— équation caractéristique associé:
A2 +ad +b =0

cas_l: A, # A, 2 racines réelles:

¥, (%) = G + Cpet

cas_2: A, = A, 1 racine double:

yp(x) = (Cl + sz)e/‘lx

cas_3: A, = A, 2 racines complexes conjuguées:

4b - a’®

y'+tay'+by =r(x) - y,(x)=e 2 [Acos(wx) +Bsin(cwc)] , W= >

cas_4: A; = A, 2 racines imaginaires pures (a =0):

ya(x) =[Acos(ayx) + Bsin(r)] .o =b

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parameétres):

Yor(x)dx

r(x)dx
y"l\~+ay'x+byx :r(_x) N yx(_x) :—yIJ. - - + ) yl' ( )'
ny'2=y'1y2) y'2=y'1y2)
3) Former la solution générale:
Yo (X) = y,(x) + y(x)

4) Trouver la solution particuliére:

A
B

Ve (x) =k
y'g(x()) = kl

C
Introduire les 2 conditions initiales { pour fixer les constantes { ' ou {
2
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Equation différentielles

Méthode de Lagrange (variation de paramétre pour trouver la 2°™ forme solution):

Y+ px)y'+gq(x)y =0

Y estconnue - {poser S =uy() - y(x) == yl.j[le_"‘p(x)dx]dx

y, estrecherchée

Transformation de Laplace:

Définition

Transformation des fonctions dérivées

Transformation des fonctions primitives

Dérivées des transformées

Intégrales des transformées

Translation dans le temps

Translation dans les phases

2
N

+00

L[fin)]=F(s) = J’ ¢ F(0)dt
0
L[f'@] =sL[f@] - f(©0)
L[ )] =s>L[ )] =s£(0) = £(0)

k=n-1

Lr"w]=s"L[ro] = Y s r"" Mo

k=0
1
L Uf(r)dr} :EL [f®)]

LU J:f(r)drdc} =L[re]

L[tf@)] = —%L [£®)] =-F(s)

L [t” f(t)} =(-1)" js” L[£@)] =(-1)" F™s)
L _&_ = ] Fw)dv

- ! - U=s
L M - ](...ijF(w)dt/J]..du

L "] ol =

L[ft-a) Ut -a)] =e“F(s)

L [e“’ f(t)] = F(s —a)

Propriété pour une fonction périodique de période T =T

Laplace - Table des transformées:

! — e f()dt

B =0

L[fi]=
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f(t) F(s) f(t) F(s)
0 l cosh at )
a S §2 — g2
J 1 sinh at a
F 2 §2 — g2
m 1 e cosr (s—a)
; (nUN) n+l (s—a)2 +0’
r 1 e sin ar w
rary 4700 o (=) +&7
o 1 Lsin wr d D
0! (s—a) 20 (s +a?)
t.e‘” 1 1 . s2
T (s—a)’ 2—(sma)t+ W cos ) >
! w 2
(s +e?)
lneat 1
n! (s—a) %(Sinwt—atcos a) @ 5
w 2
tbeat 1 (S ' wZ)
bR PN
roen O°R (s—a)’"! 1 |
E (I—cosawr) W
s|s™+
at _ at 1
¢ ¢ avec (a #b) VTN
(a-b) (s=a)(s —b)
%(a)t —sin ) 5 21
ae™ —be™ § v * (S +(4J2)
—(a b avec (a #b) (s—a)(s —b)
U(t _Cl) e—as
COS (Wt s §
s2 + a)2
o(t—a) e ™
sin cr w
s2 + a)2

SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES — Résolution par la transformée de Laplace:

SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES - Méthode de variation des parameétres:
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1) Trouver la solution de I'équation homogene:

=LA - poser] 5} £ 4 ¥

— équation caractéristique associé:

(4] -2 A =0

cas /; tous distincts:

introduire valeur de A; dans ( [A] —/]i[ 1] 1 X L] =0
et déterminer vecteur propre associée [X ,»]
cas /; racine double:

introduire valeur de A; dans ( [A] —/]i[ 1] 1 U] 2[ X]
[Y'] :[ A] 4{ Y] 4[ G(t} N pour trouver 2&me vecteur indépendant:

[Yh] =...+c,»0[X,-] M +ci1q X,] t-{ l/] )e/"’t +..

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parametres):

[v, 0] =[ Y] *[t_[ Y] " #[G) dr] +H Y] #[c.]

Iy

3) Former la solution générale:
(Y, 0]=[%0] +{¥, @]
4) Trouver la solution particuliere:

Introduire les n conditions initiales dans la solution générale pour fixer les

constantes C,....C,,.
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39. EQUATION DE LA CORDE VIBRANTE ET EQUATION D’ONDE

39.1. Introduction

La vibration d’une corde de violon est un phénomeéne physique complexe, néanmoins, sous certaines
hypothéses simplificatrices, nous allons pouvoir modéliser ce phénoméne & ’aide d’une équation aux dérivées
partielles que nous allons pouvoir résoudre.

39.2. La corde vibrante

Soit une corde de violon, dont les deux bouts sont fixés, 1’un a 1’abscisse x =0, ’autre a I’abscisse x=L. Le
probléme consiste & déterminer les vibrations de cette corde lorsqu’on le relache du pincement. Il s’agit de connaitre
en tout point de ’axe des xet a tout instant ¢, la déviation transversale u . Il s’agit donc de trouver la fonction
u(x,t) qui soit solution de I’équation de vibration.

Pour poser cette équation de vibration, nous allons assumer les données physiques suivantes :
- Lamasse de la corde est répartie uniformément par unité de longueur.

- La corde est entierement ¢élastique et n’a pas de frottement (résistance de déformation mécanique de la
corde).

- Les mouvements transverses sont tellement petits qu’on peu considérer que chaque point de la corde se
meut perpendiculairement a I’axe des x.

- Latension de rappel de la corde est si élevée qu’on peut négliger I’apport de la force de gravitation sur la
masse (pesante) de la corde.

Dans ces conditions on peut chercher 1’équation d’équilibre des forces comme suit (voir figure ci-dessous):

Etant donnée I’absence de résistance mécanique de déformation, la tension est toujours tangentielle a la
courbure de la corde en tout point (autrement il y aurait une composante perpendiculaire).

De plus comme nous avons postulé que tous les points de la corde n’effectue qu’un mouvement strictement
vertical, les composantes horizontales de tension doivent s’équilibrer.

- -
Ainsi, si au point P la corde subit une tension 7'1 et qu’au point Q elle subit un tension 7'z, les composantes

horizontales doivent s’équilibrer :

Ticosa=T,cos =T
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Chapitre 39 Equation de la corde vibrante et équation d’onde

ou T = const est la tension originelle de la corde.

Dans le sens vertical, la seconde loi de Newton nous donne que le résultante des forces provoque une
accélération de la masse d’inertie. C’est a dire :

_— Accélération verticale

T,sin B-T sina = p.Ax

En divisant cette équation par la précédente, nous obtenons : Densité linéaire massique

Lisinf  Tisina _ pAx &
T,cos B Tycosae T 9

Soit :

2
tan f —tan =$a—u

o’

or tane et tan [ sont respectivement les pentes aux points x et x+ Ax . C’est a dire :

du Jdu
tano = — et tan f = —
ax X ax x+Ax
d’ou I’équation remaniée :
1| ou _ du p 0%u
Ax| Ox| 0 Ox| | T o
soit lorsque Ax est infiniment petit :
’u _p ou
w? T o
que I’on met souvent sous forme canonique :
0%u 1 0%u
ox? o

C’est la forme de 1’équation de la corde vibrante simplifiée, mais c’est aussi 1’équation d’onde a une
dimension qu’on retrouve pour la propagation des ondes électromagnétiques.
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EXERCICES

QUESTIONS & PROBLEMES

1. Retrouver cette équation d’onde en puisant dans les derneir chapitres de votre cours de «champ
¢électromagnétique » et exposer cette démonstration.
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SOLUTIONNAIRE
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40. RESOLUTION DE L’EQUATION D’ONDE PAR SEPARATION DES
VARIABLES

40.1. Introduction

Le chapitre 39 avait introduit I’équation d’onde a une dimension, qui est aussi I’équation de la corde vibrante :

0’u _ 1 0%

x> ¢? o’

Afin de trouver une solution particuliere a la corde de violon , nous devons introduire les conditions aux
frontieres (conditions aux limites). Etant donné que les bouts de la corde sont immobilisés, nous avons :

u(0,t) =0, 0Ot
u(L,t)=0, [t

De plus, la forme de mouvement (vertical) de la corde dépend de la déflection initiale en tout point de I’axe
x et de sa vitesse instantanée a ce moment la :

u(x,0) = f(x)
Ou(x,t) _
T | g(x)

N

Trouver une solution particuliere a cet ensemble : équation d’onde + conditions, consiste en la stratégie
suivante :

1) Faire en sorte de simplifier I’expression de la forme solution en 1’exprimant comme étant le produit
de deux fonctions indépendantes u(x,t) = v(x).w(t) .

2) Déterminer une solution v(x) qui satisfasse les conditions aux frontieres.
3) Déterminer la forme solution w(z) en conséquence des imposés sur v(x) .
4) Exprimer la solution u(x,?) sous forme de série de Fourier pour qu’elle satisfasse a présent aux

conditions sur ¢ (conditions initiales).

40.2. Fonction a variables séparées :

Afin de simplifier la recherche de la forme solution, nous posons la solution comme étant le produit de deux
fonctions a variables séparées :

u(x,t) = v(x).w(t)

des lors, les dérivées partielles secondes sont :
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0%u _ 0%y o
ax—z —ax—z.W([) =v..w
0%u *w

—=v(x)—— =vw"
o1’

at?

Evidemment, dans ces relations, la notation du prime (') pour chaque fonction vou w correspond 2 la dérivée
par rapport a son unique variable indépendante ( x ou f respectivement).

Et en faisant la séparation des variables (revoir la méthode pour I’équation différentielle du 1° ordre) :

0%u _ 1 0%u _ 1 v' 1 w"
— = e V'w=—vnw" e —=——,
ax* o ? A w

Comme il s’agit de deux variables xet tqui sont indépendantes, les expressions dans chaque membre de
droite et de gauche ne peuvent étre en tout temps égales que si elles sont égales a une constante arbitraire & :

W_:k.

vl
1% c2

Ce qui nous permet de séparer en deux équations :
v'=kv=0
w'=ckw =0

Cela nous ramene a la résolution de deux équations différentielles ordinaires du second ordre.

40.3. Satisfaire les conditions aux limites :
L’équation en v(x) :
v'-kv =0
a pour forme solution :

v(x)=ax+b, sik =0.
v(x) = Ce VR + Cye R sik >0,
v(x):Acos\/Ex +Bsinx/zx, sik <O0.

Or I’introduction des conditions aux limites :

u@©.0=vOw® =0, Dr _ [vOF 0
u(L,H) =v(L)w(t) =0, Ot v(LE 0

nous démontre que les deux premieres formes ne peuvent exister, puisque :
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v(0)=a0+b = b=0

) = v(x)=0, [
puis w(L)=aL+0=0 = a=0

et:

w(0)= G0+ e 20 = ¢ +c, =0  C—Ci=0 o woz0. O
1=6 = vix) =Y, :
puis (L) =Ce™FL —CeVF L =0 = ¢ =0

Il ne nous reste alors que la troisieme possibilité, lorsque k = — p? <0 :

v(0) = Acos\k.0+Bsinvk.0=0 = {A=0
B=0

puis v(L)=0.cos\/E.L+B.sin\/E.L =0 =
ou sin\/Z.L=0

Bien siir, nous devons choisir B # 0, si nous ne voulons pas avoir de nouveau une solution triviale. De sorte
que nous devons avoir :

sin\/E.L=0 = \/E.L:nn' = \/_:n_:

1 . . On a omis le coefficient B,
d’ou I’expression de la solution pour v(x) : . N
qui réapparaitra plus tard,

intégré dans A et B, .

vn(x)=sin%-[x, n=1,23,..

Il y a donc toute une famille de fonctions solutions qui satisfont les conditions (aux limites) sur x .

40.4. Conséquence sur la fonction temporelle
En résolvant la deuxieme équation pour trouver w(t) :

w"=c?kw =0.

par un raisonnement semblable que pour v(x) , on aurait trois possibilités :
w(t) =at +b, si ¢’k =0.
w(t) = Cet VK e i 2k >0,
w(t) = Acoscvk .t +Bsincvk t, si ¢’k <0.

Or, seule la troisitme forme solution est a retenir puisqu’on avait déja restreint

2 2
nit 2 nIT s , , nit .
k= _[TJ =’ [TJ <0, et quen conséquence, nous avons également : ¢’k = —c* [Tj <0 , puisque ¢, la

constante physique de propagation, ne peut étre imaginaire. En conséquence, nous avons également une famille de
solutions pour w(t) :
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T . Vi
w, () = A, cos%t +B, sm%t, n=123,...

On en déduit qu’il y a une famille de solutions dans la forme générale :

w, (x,1) = v, (x) Xw, (f) =sin(n—:xj x[An cos%Tt +B, sin%ﬂz‘j, n=1,2,3,....

Les coefficients A, et B, ne seront résolus que plus tard, grice aux conditions initiales.

INTERPRETATION :
,/f N T —— e

] I [} x.____.-’.'. ] L o

Chaque valeur de n conduit a un mode de vibration de la corde. Chaque fonction u, (x,#) est alors appelée

. . L. cnit .
une fonction propre (ou fonction caractéristique), et chaque @, :T =2r7if,est appelée la valeur propre (ou

valeur caractéristique). En termes de la physique des ondes, il s’agit de la pulsation propre du n°™ mode de vibration.

On est en présence d’un neeud de vibration lorsque le déplacement vertical est nul en un point de I’axe x, et
ce, quelque soit I’instant ¢ considéré. On observant ’expression de la fonction propreu, (x,t), on obtient un nceud

lorsque sinn—:x =0, c’est a dire lorsque x = 0,£,2—L,...,k—L,...,L .1l y a donc en tout n—1 nceuds de vibration (en
n n n

plus des points de fixation x =0et x = L) pour la mode 7 .

On est en présence d’un ventre de vibration si on se trouve a un endroit de la corde ou le déplacement vertical
est maximal en fonction du temps. C’est 1’étudiant de déterminer le nombre de ventre de vibrations pour le mode 7 .

Afin d’accorder la note de la corde (fréquence de vibration) f, = % , on ajuste la tension 7 qui influe sur la

constante de propagation: ¢ = \/z . Lorsque n =1, on parle de la fréquence fondamentale f; =21_L \/z , lorsque
P P

n>1, on parle de fréquence harmonique f, = | .

2L\ p

40.5. Solution compleéte de I'équation d’onde
Il apparait généralement qu’une seule fonction propre :
w,(x,1) = v, (), (1) =[An cos%r +B, sin%-[tjsin%x, n=1,23,..

N

ne suffit pas a satisfaire les conditions initiales. Cette fonction n’est qu’une forme solution parmi un
ensemble.
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La solution générale sera donc une combinaison linéaire de toutes les formes solutions :

= = cnit . cnit )\ . niT
ug(x,t)—Zun(x,t)—Z[AncosTt+anmthsme

n=1 n=l1

On s’apercoit alors qu’il s’agit du produit scalaire d’une série de Fourier temporelle par une série de Fourier
en x.

PREMIERE CONDITION INITIALE :

Par introduction de la 1 condition initiale u(x,0) = f(x) :

- Vs _enm ) . nm
u(x,0) = ZEA" cos =0 +B, smlesmn—x
— L L L
soit:

F(x) =Z(An)sin%1x

n=1

Cela nous permet de calculer les coefficients A, selon les formules connues d’Euler pour les fonctions
périodiques p =2L:

+L L
A :%lf(x)sin%x.dx =%6|.f(x)sin%-[x.dx

f(x)doit nécessairement avoir un prolongement impair fictif entre —-L<x <0, de sorte que

. nit . . .
f(x)sin A x constitue une fonction paire.

DEUXIEME CONDITION INITIALE :

. . . Sme e Ou(x,t
Ensuite, par introduction de la 2°™ condition initiale : %) =g(x) :
r =0
ou(x,t > T . cnmm Benm T\ . nm
Quxn|  _ D AT T B T T i | =)
or |5 o L L L L L -

soit :
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—( B,cnit
8()0:2( "zn jsin%x

n=l1

Il s’agit, une fois encore, de calculer les coefficients B, selon les formules d’Euler pour des fonctions
périodiques p =2L:

+L L L
B cnmm 1 nit 2 nit 2 nit
I =— x)sin— x.dx :—J. x)sin—uxdx = B, =—I x)sin— x.dx
- L_[g( ysin L [ o 505

Encore une fois, g(x)doit nécessairement avoir un prolongement impair.

40.6. Propagation avant et propagation arriere sur I’axe des x

L’expression de la solution u(x,t), bien que complete sous la forme d’une série de Fourier ne nous permet

pas d’interpréter facilement le phénomene de propagation de 1’ondulation de la corde de violon. Supposons, pour
simplifier un peu I’expression, que la vitesse transversale de déplacement est nulle en tout point:
gx)=0 = B,=0, Un.

L’expression de la solution particuliere est alors :

0

_ cnit |\ . nil
up(x,t) = ZKA,, costhsme

n=1

soit a I’aide des relations trigonométriques :
| . nir | . nimt
u, (x,t)=— sin—(x —ct)+— sin—(x +ct
o 2;An ¢ )2;4" (v
et lorsque ces séries convergent :
upeny= 2] e+ £ (eren)]
r 2

ou f “est la fonction étendue impaire de f . Il s’agit donc de la combinaison d’un déplacement de la forme
initiale f(x) , se propageant suivant ’axe des x, a la vitesse ¢ et d’un déplacement de la méme forme, se
propageant selon les x négatifs, a la méme vitesse c.
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Equations différentielles Chapitre 40

EXEMPLE : DEFLECTION INITIALE EN TRIANGLE DE LA CORDE VIBRANTE

Soit a trouver les positions successives dans le temps de la corde de violon, lorsque celle-ci est pincée
originellement en triangle.

2h . L
—x, Si 0<x<5

fo)=
%(L—x), Si £<x<L
L 2

et que la vitesse initiale est nulle en toit point de x .

SOLUTION :
Puisque la vitesse initiale est nulle g(x) =0, nous obtenons la solution formelle exprimée précédemment :
c enit \ . nm
u,(x,t)= cos——1 [sin—ux
(1) Z[An " j "

n=1

avec les coefficients comme suit :

8h sinnn
n’m 2

L
2
=— xsm—xdx—
A, LJ )

Déja calculés au préalable au chapitre 37 . C’est a dire, sous forme extensive :

8h| 1 Tic /4 1 3 . 3m 1 S5mo_ . T, 1 T ot . 7T 11
up(x,t)Z— —COS— 1 XSIN—X ——COS—— XSIn—Xx +—COS—— ¢ XSIn— X +—COS—— ¢ Xsin—x +...
w12 L L~ 3 L L 5 L L~ 7 L L

Pour tracer le mouvement de la corde a divers temps de vibration, il serait plus facile de ne pas évaluer cette
série et d’utiliser plutot la combinaison des deux fonctions f “(x=ctyet f(x+ct) prolongées impaires de f(x).
Voici ci-dessous les positions de la corde a des instants différents.
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Equations différentielles Chapitre 40

EXERCICES

Déterminer la série de Fourier qui est la solution particuliere de I’équation d’onde dans les cas de déflection
originelle suivants (c2 =1l,et g(x)=0):

1. fo= O.OlsinS% .

7ix h 27
2. = h.sin— ——sin——.
fx) .5 i

3. (0 =O.1><%[ﬂ—%j.

2
4 f(x)=0.1x%[n2 {m) J

Trouver les solutions générales en utilisant la méthode de séparation des variables pour les équations aux
dérivées partielles suivantes :

5. u

8. U Fidy, =0
9. u,-uy, =0.
10. u, -u=0.

1. yiu, —x’u, =0.
12, xu,, +2yu =0.
QUESTIONS & PROBLEMES
1. Déterminer la relation entre la fréquence fondamentale de vibration f; et la tension T appliquée sur la corde.

2. Déterminer I’expression de la pulsation ), caractéristique du mode harmonique » .

3. Récapitulez la démarche pour trouver la solution particuliere a I’équation d’onde.

4. Combien a-t-on introduit de conditions initiales (y compris les conditions aux limites qui sont considérées
comme des conditions initiales selon x ) en tout. Quel lienfaites-vous entre ce nombre et la somme des ordres de
dérivées partielles.
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Chapitre 40 Equation d’onde — séparation des variables

5. Ce chapitre utilise le terme w, en lieu du A, indiquée dans le Kreysig. Lequel vous semble plus approprié et

pourquoi? Exprimez pour cela la relation que vous savez apprise en physique des ondes entre la pulsation et la
longueur d’onde.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

41. RESOLUTION DE L’EQUATION DE LA CHALEUR PAR
SEPARATION DES VARIABLES

(V?) est I'opérateur

41.1 Introduction Laplacien scalaire

L’équation de la chaleur est la seconde £quation en importance dans les connaissances d’un ingénieur:

Jdu © [azu 0%u aqu , K
= u=c +—+——1, avec ¢ =

ox?  oy? o 5

K est la conductivité thermique, o la chaleur spécifique et p est la densité volumique du corps. Notez la
fagon d’écrire ci-dessus du Laplacien scalaire dans le systéme de coordonnées cartésiennes.

Si on suppose qu’on travaille avec une poutre infiniment plus longue qu’épaisse, on veut négliger la
propagation radiale de la chaleur, ou encore, si on s’intéresse a un fil dont la section est constante et de densité
volumique homogene, situé selon I’axe x, et aprés passage en coordonnées cylindriques :

a_u 2 azu

ot ox?

Il s’agit de I’équation de la chaleur selon une seule dimension. N’oubliez que u(x,?) est la température du

corps en un point donné de I’axe x a un instant donné ¢. Si nous avons les conditions aux fronticres
suivantes (lorsque que les deux extrémités sont plongés a une température de zéro degrés):

u(0,6)=0, Vt
u(L,t)=0, Vit

et I’'unique condition initiale :

u(x,0) = f(x)

Nous avons tout un ensemble (équation d’onde + conditions) pour trouver une solution particuliere. Pour cela,
nous adoptons de nouveau la stratégie suivante :

1) Faire en sorte de simplifier I’expression de la forme solution en 1’exprimant comme étant le produit
de deux fonctions indépendantes u(x,#) = v(x).w(t) .

2) Déterminer une solution v(x) qui satisfasse les conditions aux frontiéres.
3) Déterminer la forme solution w(¢) en conséquence des imposés sur v(x) .
4) Exprimer la solution u(x,t) sous forme de série de Fourier pour qu’elle satisfasse a présent a la

condition initiale sur ¢ .
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Chapitre 41 Equation de la chaleur — séparation des variables

41.2. Fonction a variables séparées :

Encore une fois, afin de simplifier la recherche de la forme solution, nous posons la solution comme étant le
produit de deux fonctions a variables séparées :

u(x,t) = v(x).w(t)

des lors, les dérivées partielles premiére et seconde respectives sont :

%u 0% .
ax—zzax—z.W(l‘) =vV'.w
Jdu

—= v(x)%—v: =vw'

ot

Et en pratiquant la séparation des variables :

du 2 azu ' 2.0 v" 1w
— = o vw=cviw o —=——
ot ox v oot w

Comme il s’agit de deux variables x et ¢ qui sont indépendantes, les expressions dans chaque membre de
droite et de gauche ne peuvent étre en tout temps égales que si elles sont égales a une constante arbitraire £ :

Ce qui nous permet de séparer en deux équations :

v'—-kv=0
w—ke*w=0

Cela nous raméne a la résolution de deux équations différentielles ordinaires, une du premier ordre, et une du
second ordre.

41.3. Satisfaire les conditions aux limites :

L’équation du second ordre en v(x) :
v'—kv=0
a pour forme solution :

v(x)=ax+b, sik=0.
W)= Ge Ve 1 e sik>o.
v(x) = AcosJkx+ Bsinkx, sik<O0.

Or I’introduction des conditions aux limites :
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u(0,8) =v(0)w(t) =0, Vt v(0)=0
u(L,t)=v(L)w(t)=0, Vt v(L)=0

nous démontre que les deux premicres formes ne peuvent exister, puisque :

v(0)=a0+b = b=0

. = v(x)=0, Vx
puis W(L)=al+0=0 = a=0

et

W0)=Ce™V* 0 4+ e 0 =0 = ¢ +C =0
= (=C,=0 = v(x)=0, Vx

puis w(L)=CeFL—Ce V=0 = ¢ =0
Il ne nous reste alors que la troisiéme possibilité, lorsque £ <0 :

W(0) = Acos\k.0+ BsinNk.0=0 = {4=0
B=0

uis  v(L =0.cos\/E.L+B.sin\/E.L=O =
P (L) {ou sin\/E.L=0

Nous devons choisir B # 0, si nous ne voulons pas avoir une solution triviale. De sorte que nous devons
avoir, pour ce qu’on appelle le nombre d’onde p:

sinvkL=0 = “kL=nt = k:%.

>y 1 . . Le coefficient B est omis
d’ou I’expression de la solution pour v(x) : e e T
tard, intégré dans la solution
de w(?) .

vn(x)zsin%x, n=1,2,3..

Il y a donc toute une famille de fonctions solutions qui satisfont les conditions (aux limites) sur x .

41.4. Conséquence sur la fonction temporelle

En résolvant I’équation d’ordre 1 pour trouver w(¢) :
' 2 _
w'—kcw=0.

2
. s . ni .
Qui se retrouve étre, a cause de la contrainte : k = _[T] <0 sur la solution v(x) :

2
w‘+(ﬂJ w=0
L

La solution générale de cette équation est, selon le nombre 7 :
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[ Cn, ? ~
w, ()= Cne.‘[(;r] ’ +0

En conséquence nous avons une famille de formes solutions u, (x,?) :

Ccniw
- =t
u, (x,t) = ,,(x)Xw”(t)zC,,sin[%xJXe(Lj . n=1,23,..

Et la solution générale u, (x,7) sera évidemment la combinaison linéaire de toutes ces formes solutions. C’est

donc une série trigonométrique qui représente la solution générale a cette équation aux dérivées partielles
homogene :

2
= B [enm
ug(x,t)=Zun(x,t)=ZCn Sin(%xjxe ( £ ) t
n=1

n=1

41.5. Solution particuliére de I’équation de la chaleur

11 s’agit a présent de fixer les coefficients C, a ’aide de I’unique condition initiale : u(x,0)= f(x).

u,(x,0)= iCn sin[%ije_(L] g S(x)

n=1

Les coefficients seront donc calculés selon les formules d’Euler pour les fonctions périodiques p =2L :
- V1 17F r 2 Y1
n n n
x)=» C,sin—x = C,=— J x)sin— x.dx =—I x)sin — x.dx
/() le . L,Lf() " Lof() .

f(x) doit nécessairement avoir un prolongement impair fictif entre —L <x <0 (d’aprés son expression en

série trigonométrique), de sorte que f(x) sme constitue une fonction paire. Et alors :

L
c, = % J' (%) sin%x.dx

EXEMPLE : TEMPERATURE INITIALE EN TRIANGLE LE LONG DE LA POUTRELLE

Soit a trouver la température le long de la poutrelle a tout instant ultérieur lorsque la distribution originelle en
température est triangulaire, et que les bouts sont maintenus a zéro degrés.

X, Si 0<x<§
S(x)=

L
(L—x), si E<x<L
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SOLUTION :

La solution est telle que formulée pour une poutrelle de longueur L quelconque :
- (cnﬂ')zt
. [ nmw 1
ug(x,1) = ZC,, sm(ijxe L
n=1
avec les coefficients comme suit :

L L/2 L
cnzgj' oysin?T xdx =2 I xsin 2 xdx + I(L—x).sinﬂx.dx
L. L Ll L g L

o . . . 2h
Ce calcul avait déja été effectué par parties au chapitre 37, dont il suffit de remplacer A =1. De sorte que :

8h . nm 4L . nw . .
C, =——5sin—=——>sin—, avecn impair.
nw 2 nrm

Et la forme extensive la solution particuliére est :

Cette fois, il n’est pas facile d’utiliser une identité trigonométrique comme précédemment pour mettre en
évidence la forme f “(x—ct) et f (x+ct) prolongées impaires de f(x). Voici toutefois la distribution de la
température le long de la poutre a différents instants. En 1’évaluant numériquement avec un ordinateur et au
développement limité ci-dessus pour u,,(x,?).
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EXEMPLE : DISTRIBUTION INITIALE DE LA TEMPERATURE EN FORME DE SINUS

Soit a trouver la distribution de la température le long d’une poutrelle de cuivre long de L=80 cm, sila
L . C . . TXx .. N .
distribution initiale est f(x) =u,(x,0) =100 s1n% °C, et que les bouts (conditions aux frontiéres) sont maintenus

a 0 °C . Combien de temps a-il fallu pour que le point de température maximal tombe & 50 °C .
Les données sur le cuivre sont :

- Conductivité thermique du cuivre : K =0,95 cal/cm/sec/ °C .
- Chaleur spécifique du cuivre : 6 =0,092 cal/gm/°C.
- Densité volumique du cuivre : p=8,92 gm/ cm’.

SOLUTION :

D’abord un croquis sur la distribution initiale en température :

A partir des données, on peut calculer la constante de propagation :

, K 0,95

=" =27 1158 cm?’/sec.
op 0,092x8,92

Et que :

2 2
[Zj =[—V1’158X3’14J ~0,001785 sec”

L 80

Comme la condition initiale est telle que :
u (x,0)= ic sin(ﬂxJXe(agrj e —100sin£1xJ
P e L L)
On en déduit par simple inspection que :

C =1 e C,=0, Vn=2734,.

et que I’expression particuliére de la solution est :
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u, (x,1)=100sin [%x}(e—moonsst

le point de la tige ou la température est maximale est en :

T L
—_— == = x=—.
2 2

Et qu’alors :

L . ~0,001785¢
up(z,t) =100xe

Le moment # cette température sera redescendue & 50 °C est :

up(é,tl)=100><e*°’°°”85’1=50 °C = t1=ln[%J/(—0,001785)=388 sec .

EXEMPLE : VITESSE DE DECROISSANCE DE LA TEMPERATURE

Soit a résoudre le méme probléme que 1’exemple précédent, mais dont I’expression de la distribution initiale

. o i . 3mx o . . ,
de température a été changée pour : f(x) =u,(x,0) =100 smw °C . Les conditions aux limites sont inchangées.

SOLUTION :

D’abord un croquis de la distribution de la distribution initiale en température :

- feay = (vo St S_Er‘

Cette fois—ci, le seul terme de la série de Fourier qui représente la distribution en température est :
- [cnir] 0 3
. (nrm ) . (37
up(x,0)=ZCn sm(TxJXe L =f(x)=10051n(7xj
n=1
le troisiéme terme, ce qui implique :

C,=100 et C,=0, Vn=12,4,5,6,..

Et la solution particulicre est :
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e, (]
. JTTX L
u,(x,t)=100sin——Xe
»(X,1) i

Cette fois-ci le temps ¢, de décroissance de température & 50 °C sera :

up(%,zz):IOOXe_o’omonz =50 °C = t2=ln(%j/(—0,01607)z43 sec |

Voir la suite dans le chapitre 42.
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EXERCICES
QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

42. RESOLUTION DE LEQUATION DE LA CHALEUR (SUITE)

42.1. Cas de condition aux extremités de poutrelle isolées thermiquement

Dans le Chapitre 41, nous avions abordé des exemples de poutrelle dont les deux bouts ont été maintenus a
une température de référence de zéro degrés. A présent nous voudrions savoir ce qui se passe lorsque ces bouts sont
mis en isolation thermique, c’est a dire qu’il ne peut y a voir de fuite thermique par ces bouts.

Dans ce cas, il faut savoir physiquement que s’il ne peut y avoir d’échange thermique aux bouts, il ne peut y
avoir de variation thermique en ces points. Ainsi, au lieu d’avoir des conditions aux limites qui sont des températures
nulles aux deux bouts, nous avons des conditions aux limites qui sont des variations de température nulles aux deux
bouts :

u,(0,t) = %u(o,t) =0, 0t

u,(L,t)= iu(L,t) =0, Or
0x

EXEMPLE :

Soit a trouver une solution générale a 1’équation de la chaleur lorsque les conditions aux limites sont
{MX(O,I) =0, [Or

, et la condition initiale étant u(x,0) = f(x).
u, (L,t)y=0, [t

SOLUTION :

Il nous faut appliquer de nouveau la démarche indiquée au chapitre 41, soit :

1) Faire en sorte de simplifier I’expression de la forme solution en 1’exprimant comme étant le produit
de deux fonctions indépendantes u(x,t) = v(x).w(t) .

2) Déterminer une solution v(x) qui satisfasse les conditions aux frontieres.
3) Déterminer la forme solution w(#) en conséquence des imposés sur v(x) .
4) Exprimer la solution u(x,t) sous forme de série de Fourier pour qu’elle satisfasse a présent a la

condition initiale sur 7.

L’étape 1) ne change pas, et nous avions les mémes équations séparées :

v'—kyv=0
w'—ke*w=0

Et la forme de la solution pour v(x) dépend des conditions aux limites qui ont maintenant changg :
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v(x)=ax+b, sik =0.
v'-kv=0 = v(x) = Cleh/;" +C26_\/Ex, sik >0.
v(x)=Acos\/Zx +Bsin«/%x, sik <O0.

or ces conditions sont :

u, (0,1) =v'(0)w(r) =0, [t = v'(0)=0
u,(L,t) =v'(L)w(r) =0, Ut vi(LF O

De sorte que la 17 forme solution sera :

v(0)=a=0 = a=0 .
vix)=ax+b = = v(x)=cte, sik =0.
v(L)=a=0 = a=0

C’est la solution triviale d’une barre thermiquement isolée et non pas seulement aux deux bouts.
La 2°™ forme solution est impossible car :

() =JkCe O ke 0 =0 = ¢ -c, =0

- Vi ~Jkx
v(x) =Cie™ +C,e
puis v'(L) = x/kCleJ“/E'L —\/kqe‘ﬁl =0 = impossible

, sik>0

11 nous reste alors a explorer la 3™ forme solution :

v'(0) = —kAsinVk.0 +JkBcosVk.0 =0 = B=0
v(x)ZAcos\/Ex+Bsin\/Ex = A=0, sik<0

puis v'(L) = —\/EAsin\/;.L +0.cos\/E.L =0 =
ou sin\/Z.L =0

Afin d’éviter une forme triviale nous devons choisir :

sin\/;.L=0 = \/E.L=n7T = \/—:n_:

. Le coefficient A a été
Et la solution en v(x) est donc : omis, mais il réapparaitra

plus tard, intégré dans la
solution de w(?) .

v, (x) :cos”—L"x, n=123.

Trouvons a présent la forme solution pour w(t) :

w'=kc®w=0

2
cnit
2 = w'+[—} w=0
avec k = —[%TJ L

La solution générale a cette équation est, selon le nombre 7 :
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()

w,t)=C,e ° +0

En conséquence nous avons une famille de formes solutions u,, (x,?) :

cnit
- =
u, (x,1) = v, (x)xw, () =C, Cos[%-[x} Xe ( L ] , n=01273,..

Et la solution générale Uy (x,t) a I’équation de la chaleur (homogene) sera de nouveau une série

trigonométrique :

[

2
e (o
ug (x,1) :zun(x’t) :ch cos[%xj Xe ( L j '
n=0

n=0

EXEMPLE : CAS DE DISTRIBUTION THERMIQUE INITIALE EN TRIANGLE

Il s’agit de trouver a présent la solution particuliere a 1’équation de la chaleur, connaissant la condition initiale
qui est une distribution initiale de la chaleur en forme de triangle suivant :

. L
x, si 0<x<—
M(X,O) = f()C) avec f(x) = 2

(L=-x), si %<x<L

SOLUTION :

La solution générale a été formulée ci-haut pour une poutrelle de longueur L avec les bouts isolés :
2
o)
n
u, (x,1) = ZC" cos[—xjxe L
L
n=0

et en introduisant la condition initiale :

cnit

2
S nit _(Tj 0 S nit
u,(x,00=» C,cos| —x |Xe =fx); = x)=>» C,cos| —x
,(x.0) ZO [ - ] [ f() ZO -
les coefficients seront calculés selon les formules d’Euler :

1 L.
Cy _Z-[L f (x).dx

+L
1 * nit
C,=— .[ X)cos — x.dx
L—Lf (x)cos—
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Bien siir, nous devons supposer f “(x)en prolongement périodique pair de f(x). Un calcul semblable de ces
coefficients a déja été réalisé au chapitre 37 :

2 J « 1 [/2 oL L
o :ZL f (0d :z“; x.dx + J-L/2(L—x).dx} :Z

2 L« TT. 2| (L2 TIx L 2L T
n:—I f (x).cosudx =— L x.cosn dx + (L—x).cosﬂdx = 2cosn——cosnﬂ—1
L% L L L L/2 L n*m 2

d’ou I’expression extensive de cette solution particuliere :

2cmt

2 ()L'IT2 8¢ ﬂz

L 8L| 1 2iix . )t 1 6me . 1)1 8 7K - !

up(x,t) =———| —cos Xe +—cos—— Xe +—cos—— Xe +..
4 22 L 6> L 82

4 _ . . L
On remarque que lorsque le temps passe, la température se distribue uniformément u(x,0) — —, a cause

I’isolation des bouts, tandis dans le cas du chapitre 41, la température u(x,o) — 0, a cause de la fuite de chaleur par
les deux bouts maintenus a zéro degrés.

42.2. Ecoulement thermique en deux dimensions

L’équation de la chaleur selon la distribution dans un plan est :

ot ax* 0y’

2 2
K
a_u = C2D21/F C2 [a_u+ a_u], avec 62: _

Cette équation est du 5°™ ordre (deux pour x , deux pour y , et une pour 7). Pour la réduire d’un degré, nous

pouvons supposer la situation ou 1’écoulement thermique est constant, c’est a dire ou il n’y a pas de variation
. Ju o . s vex .
thermique dans le temps m =0. Dans cette situation I’équation de la chaleur se réduit a ’équation de Laplace
t

(plusieurs type d’équation se réduisent a I’équation de Laplace si on élimine le temps) :

0%u  0%u
D% |5+~ F 0

Ox~ Oy
Comme il n’y a plus de condition initiale a introduire, seulement les conditions aux limites pour x et pour y,

on parle de probléeme aux frontieres. On désigne par frontiere, la courbe fermée C qui délimite la région R du plan
xy sur laquelle 1’équation de Laplace doit étre satisfaite.

DEFINITIONS :

- On parle de probleme de Derichlet si c’est la frontiere (conditions aux limites) C est appliquée a la fonction
u(x,y) elle-méme.
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- On parle de probleme de Neumann si la frontiere C est appliquée sur la normale a u(x,y), c’est-a-dire a

aa—nu(x, y).

- On parle de probleme mixte si une partie de la frontiere C est appliquée sur u(x,y) et 'autre partie de

C sur sa normale iu(x, y).
on

42.3. Probleme de Derichlet sur un domaine R rectangulaire

Considérons le cas d’une frontiere thermique découpée rectangulaire sur le plan xy :

u(0,y)=0, 0O » b
u(a,y)=0, 0OKX W< b
u(x,00=0, OX x< a
u(x,b)=f(x), 0<x<a

c’est a dire la figure suivante :

ul

5] (]

Nous allons chercher a résoudre ce probleme selon la méthode suivante :

1) Faire en sorte de simplifier I’expression de la forme solution en 1’exprimant comme étant le produit de
deux fonctions indépendantes u(x, y) = v(x).w(y).

2) Déterminer une solution v(x) qui satisfasse les conditions aux frontiéres pour x .
3) Déterminer la forme solution w(y)en conséquence des imposés sur v(x) .

4) Exprimer la solution u(x,y) sous forme de série de Fourier pour qu’elle satisfasse a présent aux
conditions aux frontieres pour y .

SEPARATION DES VARIABLES :

0%u _ 9%*v(x) o
0_2_ % w(y) =v".w
X X
u(x.y) =viow(y) = 1% )
0u _ owy) _
— = v(x).—2 =vw
0y y
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Chapitre 42 Equation de la chaleur — suite

et I’équation de Laplace devient :

aZu aZu . . y" w"
—2+—2=0 = v'w=-vw" & —=-——0
Oox“ 0dy v w

Comme encore une fois, les variables x et y sont indépendantes, la seule facon pour que les quantités de
droite et de gauche soient égales a tout moment, c’est que ces quantités soient égalent elles-m&me a une constante :

n "
1% w
— = =
1% w

Ce qui nous conduit a deux équations différentielles ordinaires séparées :

{ v'+kyv =0

w'"=kw=0

LA SOLUTION POUR v(x) :

Des trois formes ci-dessous :

v(x)=ax+b, sik =0.
v(x) = Cle+“/z" +C26_“/Ex, si k <0.
v(x)=Acos\/Zx +Bsin\/Zx, sik >0.

Seule la troisieme forme sera retenue a cause des conditions aux fronti€res suivantes :

u(0,y) =v(O)yw(y) =0, 00<y<b - v(0) =0
u(a,y) =v(a)w(y) =0, 00<y<b v(a) =0

et la forme est :

/s
v,(x)=sin—ux, n=1273,...
a

LA SOLUTION POUR w(y) :

2
N . nit . . .
A cause de la contrainte sur k = (—j >0, nous avons I’équation suivante pour w(y) :
a

des trois formes envisagées :
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w(y)=ay+b, si k=0.
w(y) =Cle+ﬁy +C2e‘ﬁy, si k >0.
w(y):Acos\/E.y +Bsin\/;.y, si k <0.

Seule la deuxieme forme est acceptable :

w,(y) = Clne+(n7”)y +C2ne_(%r]y, n=1,273,...

CONDITIONS AUX FRONTIERES POUR y :

u(x,0) =v(x)w(0)=0 , [0<x<a = w(0) =0
u(x,b) =v(x)w) = f(x), D<x<a u(x,b) = f(x)

de la 17 condition, nous pouvons tirer directement :

nit (nm

}0 +Cye (7}0 = C,+6, =0

w, (0) = Clne+[ “

Donc que le terme doit s’écrire :
& _
w,(»=C,|le " —e " :Cnsinh(n—njy

Pour pouvoir utiliser la seconde condition sur y, il faut d’abord user de la solution générale qui est la série
des termes :

[

= nit nit
= = inh| — 1 -
u(x,y) E v, (X)w, (y) E C, sin ( p jy ><sm( p jx

n=1 n=l1

et:

n=l1

[ +a
u(eb)= > C,sinh| L |pxsin[ "7 |x= f(x) = C,sinh LRGN, jf(x)sin”—”x.dx
" a a . a a_ a

c’est a dire pour les coefficients :

c =2 J' 7(0sin ™ xdx
a
0

asinh (nﬂbj
a
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EXERCICES
QUESTIONS & PROBLEMES
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES — GEN-0135

43. MEMBRANE VIBRANTE ET EQUATION D’ONDE A DEUX
DIMENSIONS

43.1. Introduction

Au chapitre 39, nous avions introduit la modélisation de vibration d’une corde et de propagation d’onde selon
un seul axe. Nous récidivons avec la modélisation d’un phénoméne plus complexe a deux dimensions dans I’espace.

43.2. Mouvement d’une membrane élastique

Comme dans le chapitre 39, le phénoméne physique réel est toujours beaucoup plus complexe, néanmoins,
avec certaines hypothéses, nous pouvons modéliser le phénomene avec une approximation pratique acceptable.

Pour poser cette équation de vibration, nous allons assumer les données physiques suivantes :

- La masse de la membrane est répartic uniformément par unité de surface (densité superficielle
homogene).

- La membrane est entiérement €lastique et n’offre pas de résistance a la déformation.

- La membrane a été étirée et tendue fixe sur tout le pourtour et les déformations transversales sont de
petite amplitude (angles de déformation petites). Il n’y a pas de mouvement latéral de la membrane.

- La tension d’étirement est constante en tout point de la membrane et égale dans toutes les directions
durant le mouvement.

- On néglige évidemment 1’effet de la pesanteur terrestre sur la masse de la membrane.

Dans ces conditions on peut chercher I’équation d’équilibre des forces comme suit (voir figure ci-dessous):

Membrane

TAy

x4+ Ax
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Chapitre 43 Membrane vibrante et équation d’onde a deux dimensions

Du fait de 1’¢lasticité totale de la membrane, il ne peut y avoir de composante de force normale a la surface de
la membrane, uniquement des composantes tangentielles notées T'Ax et TAy sur la figure. Attention, contrairement

au chapitre 39, ici T n’est pas la force de d’étirement (la tension) en elle-méme, mais la constante de rappel, force
par unité de longueur.

Pour qu’il n’y ait aucun mouvement latéral de la membrane, il faudrait que la composante de force paralléle
au plan xy soit nulle en tout point et a tout moment, c’est a dire décomposée sur les axes cartésiennes :

TAycos f—TAycosax+TAxcos A—TAxcosy =0

Par contre, la résultante des forces verticales, non nulle, est responsable de I’accélération de la quantité de
masse inerte en ce point.

o%u(x, y,1)

TAysin B —TAysina+TAxsin A—TAxsiny = pAxAy W
t

Cette équation est non-linéaire, mais sous approximation d’angles petits, nous pouvons écrire :

2
prAyaL;y’t)zTAy(tanﬂ—tano:—)+TAx(tanﬂ—tan7/)
Or:
- u(x;, y,t)—u(x;, y+Ay,t
tanﬂ:u(x,yl,t) u(x+Ax, y;,t) 1, (x4 A, 1) tan A = (o, . 1) —u(x, y+ Ay )=uy(x1,y+Ay,t)
x—X+Ax of y—y+Ay
tano = u(x+Axsy23t)_u(x>y23t) =ux(x,y2,t) tano = u(x2>y+Ayst)_u(x2>y>t) =uy(x2,y,t)
x+Ax—x y+Ay-y

c’est a dire que :

azu(x,y,t)
2

prAy zTAy[ux(x+Ax’ylat)_ux(x’yZat)]-l_TAx[uy(xlay+Ay’t)_uy(XZ’y’t):|

et en divisant le tout par AxAy :

pazu(x,y,t)zT u, (x+Ax, y,0)—u, (x,9,,1) oT u, (X, y+Ap,1) —u, (x,, y,1)
o’ Ax Ay

soit par passage a la limite Ax >0 et Ay —0 :

A u(x,y,t) T
% - ;[”xx(x’yat)"'”yy(x’y’tﬂ

d’ou la forme de 1’équation d’onde & deux dimensions :

Qu_ of%u_0%u| o T
o2 a2 o)

~

A}
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EXERCICES
QUESTIONS & PROBLEMES
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SOLUTIONNAIRE
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

44. MEMBRANE RECTANGULAIRE

44.1. Introduction

Afin de résoudre 1’équation d’onde a deux dimensions, nous allons I’appliquer en premier lieu lorsque la
fonction est définie sur un domaine rectangulaire, de sorte que les limites sont indépendantes dans les coordonnées
cartésiennes.

o~

0%u  0%u)_ 1 0°u 2
St 5 |T—5537| avecc
Ox~ Oy c” ot

Cette équation est du sixieme ordre (deux en x, deux en y et deux en ). De sorte qu’il nous faut quatre

conditions aux limites (deux pour x et deux pour y):

u(0,y,t) =0, 10
u(a,y,t)=0, Od19
u(x,0,t)=0, 19
u(x,b,t) =0, Ol19

A A A A
* >

¥

u(x,y,0) = f(x,y)
Oou(x, y,1)
ot

Et deux conditions initiales :

=g(xy)
=0

N

Trouver une solution particuliere a cet ensemble : équation d’onde + conditions, consiste en la stratégie
suivante :

1) Faire en sorte de simplifier I’expression de la forme solution en 1’exprimant comme étant le produit
de deux fonctions indépendantes u(x, y,t) =v(x, y).w(t) .

2) Déterminer une solution v(x, y) qui satisfasse aux conditions aux limites pour x et pour y .
3) Déterminer la forme solution w(#) contrainte par la solutions en v(x, y) .
4) Elaborer la solution générale u,(x,y,t) sous forme de série de Fourier pour qu’elle satisfasse aux

présent aux conditions sur # (conditions initiales).
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Chapitre 44 Membrane rectangulaire

5) Fixer les coefficients pour trouver la solution particuliere u, (x, y,?) .

44.2. Fonction a variables séparées

Posons :

u(x, y,1) =v(x, y).w(r)

Ce qui donne les dérivées partielles suivantes :

Fu_ v oy
ot axt o
0%u _ 9% _
ay—z —ay—z.W(t) —Vyy.W
i =v(x y)—zw =vw"
or? ot
Et I’équation d’onde devient :
2 2 2 "
a—u+a—u :La—u P (Vxx +v ),w ZLV.W" - Vi+vi :LW_
ax* ay?) ¢ o » c? % v ctw

apres avoir divisé les deux membres par u =v.w.

Comme le membre de droite ne dépend uniquement que de la variable indépendante ¢, alors que le membre
de gauche n’en dépend pas, ces deux membres ne peuvent s’égaler que si elles sont égales a une constante k :

v Vi 1 w"
x4 Yy =_2 =k
w

v v C

Ce qui nous amene a deux équations séparées :

+ - =
v Vyy kv =0

XX

2
w'=ckw=0

La premiere équation s’ appelle I’équation d’Helmholtz'.

! Hermann Von Helmholtz (1821-1894) était un physicien et physiologiste allemand né a Postdam. Il avait formulé le principe de conservation
d’énergie et le concept d’énergie potentielle. 1l avait mesuré la vitesse de 'influx nerveux et découvert le role des harmoniques dans le timbre des

sons. Ses travaux touchent l’acoustique, la thermodynamique, et la mécanique des fluides.
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Equations différentielles Chapitre 44

44.3. La solution de I'espace :

L’équation de Helmholtz est une équation dépendante seulement des variables de 1’espace. Pour la résoudre
nous allons de nouveau la scinder en deux autres fonctions selon x, et selon y .

v(x,y) =h(x)g(y).
De sorte que :

Vix

+v, —kv=0 < h'.g+hg'-khg =0

soit toujours en divisant par v =h.g :

hll n
4+ g =k
h g
Encore une fois, nous utiliserons le méme argument : pour que la somme des quantités W et £ soient
8

toujours égale a la constante k alors que les quantités A(x) et g(y) varient indépendamment, puisque x n’est pas
relié & y, c’est que ces quantités soient elles-mémes égales a une constante :

h" n
— =k, g—=k‘,, et k. +k, =k
h g ’

Ainsi, nous avons les systeme d’équations suivant a résoudre :

h'=k.h =0
g"~k,g=0
ke +k, =k

44.4. Satisfaire les conditions aux limites

L’équation en h(x) :
h"-k.h=0
a pour forme solution :

h(x)=Cx+C,, sik, =0.

h(x) = Cle+‘/Ex +Cze_\/Ex, sik, >0.

h(x) = Acos \Jk,x +Bsin [k, x, sik, <0.

Or I'introduction des conditions aux limites pour x :
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Chapitre 44 Membrane rectangulaire

{M(O, y,1) =v(0, y)w(r) =h(0)g(y)w(r) =0, DLy, Ur {h(OF 0
u(a, y,1) = v(a, y)w(r) = h(a)g(y)w) =0, Uy, h(ar 0

nous démontre que les deux premieres formes ne peuvent exister, puisque :

h(0)=C.0+C, = C,=0

. = =C,=0 = h(x)=0, [x
puis h(a)=C.a+t0=0 = C.a=0

et:

w0y =Ce Vs 10 eV =0 = ¢ +c, =0
= (=C,=0 = h(x)=0, [k

puis h(a) = Cle+‘/E'a —Cle_\/zx'“ =0 = (=0
11 ne nous reste alors que la troisiéme possibilité :

h(0) = Acos [k, .0+Bsin [k, 0=0 = A=0
puis h(a)ZO.cos\/E.a+B.sin\/E.a =0 = B=0 ou sin\/E.L:O

d’afin de ne pas retomber de nouveau sur une forme triviale, nous devons choisir :

Sin\/E.a:O = \/E.a:mr[ — \/E:m_ﬂ
a

d’ot la forme solution pour A(x) :

ho(x)=sinCx, m=1,2,3,..
a

Un raisonnement identique a partir de I’équation :
n —_—
g""k,g=0
amene aussi a trois possibilités :

g =CGy+Cy, sik, =0.

g =G oY k, >0.
g(y)=Acos\/k—yy+Bsin\/Ey, sik, <O0.

mais dont les conditions aux limites pour y :

u(x,0,t) =v(x,0w() =h(x)g(O)w(r) =0, Ux, 0 gOF O
u(x,b,t) =v(x,b)w(t) = h(x)g(b)w(t) =0, Ux, 0t gbr 0O

nous limite a la seule troisieme forme acceptable, lorsque :
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. T
sin fk, b=0 = [k, b=n7 = ky:”7

d’ou la forme solution pour g(y):

gn(y)=sinn7ﬂy, n=1273,..

Et finalement la forme solution pour I’espace :

. s . nJh
Vo (6, ¥) = h, (x) g, (y) =sin MY xsin Vlby , avec m,n =1,2,3,....
a

44.5. La solution du temps

L’équation pour la fonction temporelle est a présent contrainte aux valeurs possibles pour la constante k :

k<0 m (nmY
o k <0} = oty = 2] o 5] =k <0
y

de sorte que I’équation pour w(t) :
w_ 27—
w"=c“kw=0.
a trois possibilités :

w(t)=Ct+C,, sik =0.
w(t) = Cle+c‘/zy +Cze_c‘/gy, sik >0.
w(t) = Acosa/;t + Bsin C\/Zl, sik <O.

mais dont seule la troisieme forme devra étre retenue a cause des contraintes sur & :

2 2 2 2
w0 = A, cose.| 2|+ 2 1+ B, sine, || 2T [ 2 1 mon =1,2,3...
a b a b

44.6. La solution de I'espace-temps

Nous avons a présent la forme de solution avec les trois variables indépendantes :

. Tt . nin 2 2 . 2 2
U (X, 1) = sin 2 xsm% x|:Amn Cos 7T, (ﬂ] {Z] t+B,, s1ncrﬁ(ﬂj +(£) t}, m,n =1,2,3,....
a a a

Cette forme seule n’est pas suffisante pour construire une solution particuliere en introduisant les conditions
initiales, aussi devons nous d’abord formuler la solution générale qui est une double-combinaison de toutes les
formes solutions :
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|:Amn COSCTT, }(’;ijz +(%J2t +B,, sinc 7'5/(%1]2 +(Zj2t}

44.7. La solution particuliere par introduction des conditions initiales

Chapitre 44

N . MIIX . RTIY
u,(x,y,t)= sin sin
pOup) =)D sin=""sin=

m=1 n=1

PREMIERE CONDITION INITIALE :

L’introduction de la premicre condition va nous permettre de déterminer les coefficients A, de la double

série de Fourier comme suit :

NN . mIX . nlly _
u(x,y,0)= > Y sin ——sin—=[A,,1+8,,.0] = £ (x.y)

m=1 n=1

c’est a dire :

— . mIk
JZZSIH a me(y)

m=l1

> . mIx [~ . Ny
X,y)= ) sin X an S
fOoy)=D sin= [;A, p

m=1

On voit alors que K,,(y) joue le role de coefficient dans la série de Fourier primaire, de sorte q’on peut les

calculer selon les formules d’Euler a partir de la position initiale f(x,y) :
17 T
K== [ 0 sin ™ dx
a- a

d’autre part nous avions :

T~ . nITy
K,(y) = ZA,M sin ==
n=l1
De sorte qu’on peut maintenant calculer les coefficients A,,, ciblés, a partir des résultats pour chaque K,,(y) :

+b

1 . niry
A, =— JKm sin—=—d
b (y)sin—=dy

c’est a dire les formules d’Euler généralisées a deux dimensions :

+b +a +b +a
4 =1 J’ ! jf*(x, sin 77 g lsin 27 gy =L J' jf*(x, ) sin 7 in M. dvay
b_b a - a b ab o a b
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Bien évidemment, il faut supposer une extension de la fonction f(x,y) en f (x,y) périodique paire par
rapport a x et périodique paire par rapport a y pour ne pas avoir tous ces coefficients identiquement nuls. Dans
quel cas I’expression de ces coefficients est :

+b +a
An _ib JI f(x, y)sm sm—nydxdy
00

DEUXIEME CONDITION INITIALE :

L’introduction de la deuxieme condition va nous permettre de déterminer les coefficients B,,, de la double
série de Fourier comme suit :

0 00

-5 ST () a0

t=0  m=l n=1

Oou(x, y,t)
ot

sin%[Amn.o ~B-1] = g(x,y)

une méme raisonnement que pour les coefficients A,,, nous conduira a :

+b +a

\/7 I Ig(x ¥)sin =

n 7Ty

 sin dxdy

EXEMPLE :

Soit a trouver la solution particuliere pour une membrane vibrante, dont les dimensions sont: a =4 m.,

b=2m., la tension étant: T =12,5kg/m., la densité superficielle du caoutchouc utilisé pour membrane étant :

pP=25 kg/mz, et lorsque la position initiale de la membrane est: f(x,y)=0.1(4x —x2)(2y —y2) m., et que sa
vélocité initiale est : g(x,y) =0.0 m/sec..

SOLUTION :

D’abord un croquis :

Ensuite calculons la vitesse de propagation selon les données :

=125 o5 208
)5

2 _
c™ =

N
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Chapitre 44 Membrane rectangulaire

Expression de la solution générale. Etant donné qu’il s’agit de la membrane vibrante dont on avait déja fait
I’étude formelle, son expression a partir des données physiques est alors :

Uy (x, y,1) = ZZsm ><s1nnniy |:Amnc055ﬂ n t+an51n5rﬁ ’” " }

m=1 n=l1

Calcul des coefficients A, :

42

”0 1(4x - x2)2y - y*)sin szm
7o

nJty

dxdy

A =755

dx

2
=L0I2y—y2)sin%dyxj(4x —xz)sinmm
0 0

Soit par intégration par parties en deux fois :

2 2
Jay=r2)sin ™ ay =| @y =y x-2ocos "2 |+ [2-2) 2 cos " ay

0 u %/Y_/ u — 0 u'
v L v 0
[ 2 niry | 2V . oam P2 2V . onm
= —(2y—y2)—cos—y} + 2 —2y)[—j sin 272 +I2(—j sin 7 gy
L nit 2 nit 2 0 0 nit 2
2\ ’ i si n impair
=0+0 +l:2(—j cos—nny} =’ P
nit 2 . .
0 0, sin pair

(=222 cos T

4
. mJTx 4 m
I(4x—x2)sm dx =| (dx—x2)x——2cos dx
[N — | — miT 4 ———mIJT
O u %/_/ u \—f—/ O u‘

v' v 0

i ), 4 mitx | 4V . m
=| -(4x—-x")—cos—— | +| (4 —2x)| — | sin
mit 4 mit

7Tx4 ¥ 4 2 TT.
] +I4(—j sin 7 gy
m 7T 4
L 0 0

4 3 T * 256 si m impair
:0+0+|:2£—] cos x} =3 P
miT 4

0 0, sim pair

c’est a dire :

si m et n impairs

0, simou n pair

Calcul des coefficients B, . Ces coefficients sont tous nuls car :

mn
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4 1 +b +a T 7T
. milx . n
B, = - - 0 .sin sin 2 dxdy =0
ab CTT, (%) + (%) 0 0 8y
d’ol ’expression de la solution particuliere :
2 = 409,6 . Qmhr L . @t Cm+DY? [ 2n+))?
u,(x,y,t)= Xsin x%sin yXCcos ST, (7] {7) t
r ;Z; Cm+1)>2n+1)°n° 4 2 4 2
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EXERCICES

Trouver la solution particuliere pour la membrane vibrante lorsque les dimensions sont : a =3m, b=1m,

vitesse de propagation : ¢ =1.0 m/sec., vitesse initiale : g(x,y) =0.0 m/sec. , et que la position initiale est :
1. f(x,y)=0.1sin377xsin4 77y m.

2.  f(x,y)=ksin7xsin 77y m.

3. f(xy)=hkoyl-x)1-y) m.

4. f(x,y)=ksin? mxsin® 77y m.

Trouver la solution particuliere pour la membrane vibrante lorsque les dimensions sont: a=2m, b=1m,

vitesse de propagation : ¢ =1.0 m/sec., position initiale f(x,y)=0.0 m., et que la vitesse initiale est :

5. g(x,y)=cos7Txcos 7Ty m/sec.

QUESTIONS & PROBLEMES
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45. LAPLACIEN EN COORDONNEES POLAIRES

45.1. Introduction

Lorsque la frontiere de la membrane vibrante n’est pas rectangulaire, il est préférable de transposer le
probléme par un changement du systeme de coordonnées afin que dans cette nouvelle base, on puisse séparer
facilement les fonctions a intégrer, puisque les limites transposées deviennent de nouveau indépendantes.

45.2. Cas d’'une membrane circulaire

Un cas de changement de coordonnées concerne les membranes circulaires (peau d’un tambour) ou la
frontiere est décrite par une relation implicite entre x et y de la forme : X+ y2 =r* . Dans ce cas, il est préférable
de passer en coordonnées polaires par les changements de variable suivants :

_[2,. .2
{x:rcosé’ rEqXT Y

y=rsinf 0= arctanl
X

45.3. Equation de la membrane vibrante dans le systéme de coordonnées
polaires

Il faut savoir comment est modifiée 1’équation d’onde a deux dimensions dans ce nouveau systeme de
coordonnées, alors que le Laplacien était exprimé originellement dans le systeme de coordonnées cartésiennes :

2 2
e (28 S
O0x~ Oy

Pour cela nous allons développer en utilisant la différentielle totale et la régle de chaine :

du=a—udr+a—ud9 = d_uza_uﬂ_'_au a6 e U =u

P e X Iy +u90x
or 06 dx Ordx 086 dx

r

donc pour une dérivée seconde :

Uy :(urrx +u99x)x :(ur)xrx +urrxx +(u9)xgx +u99xx
=(

Uy Ty +ur69x)rx +urrxx +(u6rrx +u660x)9x +u90xx

or:
X X 1
T —— == et Hx: S
2.2 r )2 r?
x“+y 1+(2
X
et ensuite :

-page 1 -



Chapitre 45 Laplacien en coordonnées polaires

d’ou :

X : X 2 X : 2
uu:urr(_j +ur9(_j(_ };j+ur[y3j+u6r(_j(_);j-i-uee(_ );j +u9( 'Zyj
r r r r r r r r

et compte tenu que les dérivées partielles secondes sont continues, alors les dérivés croisées sont égales :
U9 =ug,.Donc:

De facon similaire, on aura :

2 2 2
_ y 2xy x X 2xy
yy = Uy (_ZJ Tl [Tj iy (TJ Titg (—4] Tty [_Tj
r r r r r

d’ou I’expression du Laplacien en coordonnées polaires :

02 ’u 0%u| 0%u 1% 1 0%u
L e o S s 3
ox~  0dy orc ror r” a0

Dans le cas d’extension aux coordonnées cylindriques, on aura, puisque la troisieme coordonnée ne change
pas :

o’ ) ot ror o o

2 [azu 0%u azu} %u 10u 1 0*u 0%u
0% | —+ —*+ —S F —5t —+ 35—
Ox
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Equations différentielles Chapitre 45

EXERCICES
QUESTIONS & PROBLEMES
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

AIDE-MEMOIRE

Ce résumé ne contient aucun concept ou signification des symboles. Ces liens doivent étre mémorisés lors de
votre présence au cours (fussiez-vous un génie que vous ne pourriez remplacer 45 heures de cours par un couple de
formules que vous ne comprendriez pas). Lors des examens ce résumé n’est pas admissible, vous devrez alors en
recopier 1’essentiel dans vos neuronnes.

Méthode a variables séparables:

gy'=fx - Ig(y)dy=jf(x)dx+c

Forme se ramenant a la méthode des variables séparables:

y'= g(l) - poser u =Y
X X
du dx
I— =|—+c¢c - trouveru - trouvery
gu)—u x

Equation exacte a 2 inconnues:

. . M .
1) Vérifier que I'équation est exacte: 6_ = a—N, sinon
dy Ox

appliquer procédure pour équation non-exacte.

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 - {2) Evaluer U (x, y)= INdy +1(x).

3) Chercher I(x0): L =M(xy) —» L= _ Z(x)=j...
Ox Ox

4) Vérifier qu'on a bien: a—U =M(x,y) et a—U =N(x,y)
Ox dy

Equation non-exacte a 2 inconnues:

1) Vérifier que 1'équation est non-exacte: a—P Z a—Q, sinon
dy Ox

appliquer directement procédure pour équation exacte.

L[LP_LQ]dx

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 - 42) Evaluer le facteur intégrant: F(x) =¢” 2*% *

ILLQ_LP‘,,
P{ ox Oy )
M =FP
N=FQ

ouF(y)=e

3) Procéder comme pour 1'éuqation exacte avec:{
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Aide-mémoire Equation différentielles

Equation de Bernoulli:

1) Poser: u(x) = [y]l_a
y+p(x)y=gx)y* - {2)Résoudre directement 'équation différentielle devenue linéaire:

u'(x)+(1-a)p(x)u(x) =1-a)g(x) - trouveru(x) - trouver y(x)

=p(x) =r(x)
Meéthode itérative de Picard:
{y' =f@n o=t [ fa, o
y(x9) =¥ ’

2) Répéter 1) pour que y, (x)converge vers la solution y,, (x):

Equation générale linéaire du 1er ordre:

- x)dx
1) Trouver la solution de 'équation homogene: y ', (x) + p(x)y,(x) =0 - y,(x) =Cy;(x) =Ce Jp( :

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parametres):
r(x

Y0 F Py, =r) — 3,0 =50 [L
yi(x)

y'+p(x)y =r(x) - <3)Former la solution générale:

1o (0= 304y, = P { el 7 +c}

4) Trouver la solution particuliere:

Introduire la condition initiale y(x,) = k,pour fixer la constante C

Nombres complexes:

iwx

+i ..
""" = cos wx +isin wr
e "™ = coswx —isin wx

Acoswx + Bsin wx

Ce" ™ +Cpe™™ = A=C +C,
en posant .
B=i(C,—-C,)
C cos(wx — 6)
L= C=vA*+B*
Acoswx + Bsin wx =
en posant

B
@ = arctan(——
arctan( A)
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Equations différentielles Aide-mémoire

Equation a coefficients non-constants d’Euler-Cauchy:

1) Trouver la solution de I'équation homogene:

xzy"h+ axy',+by, =0 — poser: y(x) = x"

— équation caractéristique associé:
m* +(a-Dm +b =0

cas_1: m; # m, 2 racines réelles:

Yh(x) = Cx™ + o™

cas_2: m; = m, 1 racine double:

() = (€ +CyIn(x)) x™

cas_1: m; =m, 2 racines complexes conjuguées:
y"+axy'+by =r(x) - -1 2 P jug

v, (x) = x7 [Acos(ln x) + Bsin(In x)]
2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parameétres):
Vor(x)dx v [ yir(x)dx
2 o 2).2 "
XY=y y) X (ny'2=y1y2)

Xy Faxy' +by, =r(x) -y, (%) :-ylj

3) Former la solution générale:

Ve (X) =y, (x) + v, (%)

4) Trouver la solution particuliere:

Yo (%) =k
Yo (x0) =k

A
B

e ) ¢
Introduire les 2 conditions initiales { pour fixer les constantes { ' ou
2

Equation générale linéaire du 2éme ordre mais a coefficients constants seulement:

1) Trouver la solution de I'équation homogene:

y',tay',tby, =0 - poser: y(x) =M

— équation caractéristique associé:
A2 +ad +b =0

cas_l: A, # A, 2 racines réelles:

¥, (%) = G + Cpet

cas_2: A, = A, 1 racine double:

yp(x) = (Cl + sz)e/‘lx

cas_3: A, = A, 2 racines complexes conjuguées:

4b - a’®

y'+tay'+by =r(x) - y,(x)=e 2 [Acos(wx) +Bsin(cwc)] , W= >

cas_4: A; = A, 2 racines imaginaires pures (a =0):

ya(x) =[Acos(ayx) + Bsin(r)] .o =b

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parameétres):

Yor(x)dx

r(x)dx
y"l\~+ay'x+byx :r(_x) N yx(_x) :—yIJ. - - + ) yl' ( )'
ny'2=y'1y2) y'2=y'1y2)
3) Former la solution générale:
Yo (X) = y,(x) + y(x)

4) Trouver la solution particuliére:

A
B

Ve (x) =k
y'g(x()) = kl

C
Introduire les 2 conditions initiales { pour fixer les constantes { ' ou {
2
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Aide-mémoire

Equation différentielles

Méthode de Lagrange (variation de paramétre pour trouver la 2°™ forme solution):

Y+ px)y'+gq(x)y =0

Y estconnue - {poser S =Euy() - yx) == yl.j[le_"‘p(x)dx]dx

y, estrecherchée

Transformation de Laplace:

Définition

Transformation des fonctions dérivées

Transformation des fonctions primitives

Dérivées des transformées

Intégrales des transformées

Translation dans le temps

Translation dans les phases

2
N

+00

L[fin)]=F(s) = J’ ¢ F(0)dt
0
L[f'@] =sL[f@] - f(©0)
L[ )] =s>L[ )] =s£(0) = £(0)

k=n-1

Lr"w]=s"L[ro] = Y s r"" Mo

k=0
1
L Uf(r)dr} :EL [f®)]

LU J:f(r)drdc} =L[re]

L[tf@)] = —%L [£®)] =-F(s)

L [t” f(t)} =(-1)" js” L[£@)] =(-1)" F™s)
L _&_ = ] Fw)dv

- ! - U=s
L M - ](...ijF(w)dt/J]..du

L "] ol =

L[ft-a) Ut -a)] =e“F(s)

L [e“’ f(t)] = F(s —a)

Propriété pour une fonction périodique de période T =T

Laplace - Table des transformées:

! — e f()dt

B =0

L[fi]=
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES - GEN-0135

f(t) F(s) f(t) F(s)
0 l cosh at )
a S §2 — g2
J 1 sinh at a
F 2 §2 — g2
m 1 e cosr (s—a)
; (nUN) n+l (s—a)2 +0’
r 1 e sin ar w
rary 4700 o (=) +&7
o 1 Lsin wr d D
0! (s—a) 20 (s +a?)
t.e‘” 1 1 . s2
T (s—a)’ 2—(sma)t+ W cos ) >
! w 2
(s +e?)
lneat 1
n! (s—a) %(Sinwt—atcos a) @ 5
w 2
tbeat 1 (S ' wZ)
bR PN
roen O°R (s—a)’"! 1 |
E (I—cosawr) W
s|s™+
at _ at 1
¢ ¢ avec (a #b) VTN
(a-b) (s=a)(s —b)
%(a)t —sin ) 5 21
ae™ —be™ § v * (S +(4J2)
—(a b avec (a #b) (s—a)(s —b)
U(t _Cl) e—as
COS (Wt s §
s2 + a)2
o(t—a) e ™
sin cr w
s2 + a)2

SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES — Résolution par la transformée de Laplace:

SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES - Méthode de variation des parameétres:
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Aide-mémoire Equation différentielles

1) Trouver la solution de I'équation homogene:

=LA - poser] 5} £ 4 ¥

— équation caractéristique associé:

(4] -2 A =0

cas /; tous distincts:

introduire valeur de A; dans ( [A] —/]i[ 1] 1 X L] =0
et déterminer vecteur propre associée [X ,»]
cas /; racine double:

introduire valeur de A; dans ( [A] —/]i[ 1] 1 U] 2[ X]
[Y'] :[ A] 4{ Y] 4[ G(t} N pour trouver 2&me vecteur indépendant:

[Yh] =...+c,»0[X,-] M +ci1q X,] t-{ l/] )e/"’t +..

2) Trouver la solution singuliere (par la méthode de variation des parametres):

[v, 0] =[ Y] *[t_[ Y] " #[G) dr] +H Y] #[c.]

Iy

3) Former la solution générale:
(Y, 0]=[%0] +{¥, @]
4) Trouver la solution particuliere:

Introduire les n conditions initiales dans la solution générale pour fixer les

constantes C,....C,,.
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