Fiche ANAO0O1 - Méthodes d’intégration — Math 6h

Nous reprenons les principales méthodes classiques d’intégration. Les méthodes
d’intégration numérique ne sont pas traitées ici.

Chaque cas est illustré par un ou plusieurs exemples. Certains exemples font
intervenir plusieurs méthodes. En effet, il est important de comprendre que toutes ces
méthodes forment un ensemble, et qu’il faut savoir utiliser toutes les armes
disponibles.

Notons, enfin, que souvent plusieurs méthodes sont possibles et que ceci n’a pas pour

but d’offrir des recettes magiques qui fonctionnement a tous les coups. On doit donc
simplement s’en servir comme outils et aide-mémoire.

1 - Intégrale immédiate

Il s’agit de I’application simple et immédiate des formules que 1’on peut trouver dans
n’importe quel formulaire.

m+1

m X

Exemple 1 : _[X dx=—+C
m+1

Exemple 2 :Icosxdx:sinx+C

Exemple 3 :_[exdx =e' +C

2 — Somme ou différence de fonctions

L’intégrale d’une somme est la somme des intégrales

Exemple 2.1
2 3
J.x+x2—ldx=J.xdx+J- x’ dx—J. ldx=x—+x——ln|x|+C
X X 2 3

Beaucoup de situations peuvent se ramener a une somme de fonctions

1) Quotient de polynémes

Quand le degré du numérateur est égal ou plus grand que le degré du
dénominateur, on effectue la division euclidienne
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Soit a intégrer la fraction rationnelle : f (x) / g (x) ou f (x) est un polyndme de degré
m et g (x) un polynome de degré n avec m > n, on effectue la division euclidienne de

J ) par g (x)

Exemple 2.2 :

2

N 3
J-sz-l—l dx=_[ (xz _x+3_ijdx:x__%+3x—21n|x+l|+c

x+1 x+1 3
Exemple 2.3
6
x—dx=I x5+x4+x3+xz+x+1+L dx
x—1 x—1
x6 xS 4 x3 X2
=—+—+—+—+—+x+In(x-1)+C
6 5 4 3 2
Exemple 2.4
6
x—dx:J.(x5+x4+x3+x2+x+1+Ljdx
x—1 x—1
X X X X X
=+t +—+—+x+In(jx-1)+C
6 5 4 3 2

2) Produit de polynémes

Pour un produit de polynomes, on distribue.

Exemple 2.5
3 2
I(x—l)(x+2)dx=j x2+x—2dx=%+%—2x+C
Exemple 2.6
3
J-(x—l)zdxzj. x° —2x+1dx=x?—x2 +x+C

Exemple 2.7
5 1
51 P 7 3
I(t2+1)ﬁdt:j t2\/;+\/;dt:j t2+t2dt=t5 +t1 =%t2+§t2=%\/t_7+§\/t_3+c
—+1 —+1
2 2
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Formulaire de dérivation

ulna
(sinu) = cosuau'

(cosu)=—sinuu'

(tanu)'= e = (1 +tan’ u)u'

1
sin’u

(secu)=( ] )=secu.tanu.u'
cosu

(cotu)': -

u

(cosecu)'=( !

- = —cosecu.cotu.u'
sinu

(Arcsinu)'=

(Arc cosu)'=—

(Arc tanu)'= sy u'

1

uut -1

(Arc secu)'= u

Formulaire d’intégration
Ic du=cu+C
fac=x+C

ju" du=—l—u"+I +C; n#-1
n+l1

[+ du=tnjul+C
u

2 3
J‘\/l?du=§'\/;—

j%dwzmc
u
Ie" du=ée"+C,

Ia" du = —]—.a" +C
Ina

Ilnxdxzx.lnx—x+C

jsinu du =—cosu+C

Icosudu=sinu+C

Itanudu:—lnlcosu|+C

Icotudu=ln|sinu|+C

Isecudu=1n|secu+tanu |[+C

Icosecu du =1n | cosecu —cotu |+C

du = Arcsin % +C
a

du =ln'u+\/u2 =a*

u+a
$+Ca’ 5x*
u-a

I 2] 2duzl.Arctan£+C
a +u a a

u
=—_ Arcsec—+C

[ —
u\u® -a’ a a

N
I
1

1
Iaz g du:—zz.ln

+C
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3 — Composée de fonction

Si on peut arriver a identifier un facteur comme étant la dérivée de 1’autre, la solution
est presque immédiate.

Formule 1 : .[h'(g(x)) g'(x) dx=h(g(x))+C

Exemple 3.1 :

Meéthode 1

(x2 —x+1)4

j(2x—1)(x2—x+1)3dx= +C

g'(x)=2x-1 = g(x)=x"-x+1

On pouvait aussi procéder comme suit
4
(x2 -x+ 1)
4

j(2x—1)(x2—x+1)3dxzj(xz—x+1)3d<x2—x+1): +C

Car d(x*—x+1)=(2x~1)dx
Méthode 2

Les composées de fonction peuvent étre vues comme un cas particulier de substitution

Revenons a I’exemple 3.1

Dérivée de
x—x+l

—
I:I(Zx—l) (xz—x+1)3 dx.
On pose : t = x° —x+1=>dt =(2x—1)dx et on remplace

4 2 4
:>[:I ;3dt:f_:M+C
4 4
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Exemple 3.2 :

Méthode 1

g'(x)=

h'(x)z

= g(x):ex+1

j xex dlen(ex+1)+C carona

e +1

e
l = h(x)zlnx
X

On pouvait aussi procéder comme suit :
jef—;ldx = @ =In(e* +1)+C car d(e"+1)=c"dx

Méthode 2

(ex+l)'

I ldx Onpose :f=e'+l=>dt=e dx:>I “dt=Inlfl=In(e* +1)+C
e+

On doit parfois faire des ajustements numériques pour faire apparaitre la
dérivée cherchée.

Exemple 3.3 :

Ajustement
numérique

(32+2)

B ) s l ) 5
1_jt(3t +2)dt = - j or (32 +2) dr

¢ (3¢ + 2)6

Onpose:u=3z2+2:>du=6zdz:>1=lj Wdu=L.1 -
6 6 6 36

+C

Exemple 3.4 :

Ajustement (x?+2x+5)"
J= J’ x+1 — l '[22)6—+2dx:lln(x2+2x+5)+c
x’ +2x+5 2 X +2x+5 2

Note : x> +2x+5 est toujours >0(A <0), donc la valeur aboslue n'est pas nécessaire.
Ou encore :

On poset:x2+2x+5:>dt:(2x+2)dt:>%dt:(x+l)dx

1=lj D=L =t 1 2x45) 1 ¢
2017 2 2
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On doit parfois réarranger la fonction. (L’écrire d’une autre facon) ‘

Exemple 3.5 :
(Inx)'
1 1 1 2]
jﬂdx j ~ Inxdx. Onposer=lnx=dr==-dv=1=[ rdi="="In*x+C
X 2 2
QOu encore [ = jm—xdx Ilnxd(lnx)=%1n2x+C
Exemple 3.6 :
(tanx)'
e
tan x 1
I . dxzj —tanx dx. On pose : f =tan(x) = df = ———dx
CcoS” x Ccos” x

Cos x
2

:>I:J tdt:%:%tan2x+C

Ou encore j tan2 dx = Itanx d(tanx)= %tan x+C
cos® x

Exemple 3.7 :

()c2 +x+1)'

I(Zx—3)(x2+x+l)dxzj 2x+1-4 (x2+x+1)dx

:I 2x+1 (x +x+1)dx 4I(x +x+1)dx

+X+1 3 2 4 3 2
_(@ran)) ) I ETE S BTN S N
3 2 2 3 2 2

Note : On aurait pu aussi simplement développer le produit.

Exemple 3.8 :

X

~
Il
—

————dx On remarque que :(x2+x+1)':2x+1et aussli que)c=l(2x+1)—l
X +x+1

wref e

=1 =lln(x2 +x+1)—£arctan&(x+lj+C
2 3 3 2

X +x+1

Note : J _dx est résolu a I'exemple 6.1.1
Xl +x+1
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On doit parfois ne considérer qu’une partie d’un facteur.

Exemple 3.9 :

(arctan x)'
earctanx 1
I :J' - dX:j . .earctanx dx:earctanx +C
1+x 1+ x
Exemple 3.10 :
Ajustement )
numérique Dérivée de cos” x
2 2 R
I= Je“’s *sin2xdx= — Je“’s *(—2sinx cos x) dx.

. Zx
On pose :t =cos’ x => dt = —2cos x.sinx dx = | =—J edt=—e' =—e"+C

Ou encore

2. 2 . 2 2
I= Ie“’s *sin2x dx = —je“’s *2sin x cos x dx = —jews *d(cos?x)=—e" +C
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Composées de fonction — Table de primitives

Primitive directe Composée de fonction Exemple
Idx=x+C
2
dex=x—+C
2
) xn+1 ' . f (x) 2 4
[ ddv=" (D) J 1@ @a=tEee e j(zx_n.(xz_xfdx:(x Ve
jldx=1n|x|+c If(X) de=T|f (x)|+C j dx=In|x* +1l+C
X )C +1
J.x/;dx:z\/x_S+C J.f'(x).«/f(x) dxz%«/f(x)+C I In|xl dx== \/ln|x|+C
I—dx Wx+C I (X) dx=2\f(x)+C I s1n(x) dx =2+Jcos(x) +C
Jcos(x)
j e'dx=e"+C j f (x)ef (")dx:ef “Wic I cos(x)e™Vdx =™ +C
x £ X
[aax="—x+C [ r1@aax="—+c j3x2.2x“dx= 2 ¢
Ina Ina In2

j sin(x)dx=—cos(x)+C

j f')sin(f (x))dx=—cos(f (x))+C

I —sm dx-—cos(\/_)+C

j cos(x)dx =sin(x)+C

I f'()cos(f (x))dx=sin(f(x))+C

I 6xcos(3x +2)dx=sin(3x* +2)+C
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4 — Décomposition en fractions rationnelles

Méthode a retenir
f(x)
g(x)’

1) Si de degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur,
on commence par faire la division euclidienne.
2) Sile degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur,
a. On regarde si on peut transformer en une somme.
b. On regarde si on peut faire apparaitre au numérateur la dérivée
du dénominateur
c. Sinon, on décompose en fractions rationnelles.

Pour intégrer des fractions rationnelles de la forme

Rappel sur la décomposition en fractions rationnelles.

Un polyndme P(x)peut toujours se décomposer sous la forme d’un produit de
facteurs du premier degré et de facteurs du second degré, c’est-a-dire sous la forme

(x—xl)(x—xz)...(x—x3 )n \(x_—jc4_)ni...(ax2 +bx+C_)p

. D — trindme dont le A<O
X; etx, sont des racines x5 estde x, estde
simples de mutiplicité 1 multiplicité n  multiplicit€ m Multiplicité p
Exemples 4.1
X +x-2=(x-D(x+2) +1 et —2 sont des racines de multiplicité 1
2 T SR TIRS
X 4+3x —4=(x-D(x+2) +1 est de multiplicité 1 et —2 de multiplicité 2

+1 est de multiplicté 2
x5+4x4+x3—10x2—4x+8:(x—1)2(x+2)3 . .p‘ )
—2 est de multiplicté 3

3 2 ) +1 est de multiplicté 1
Yo rx—1=(x-DG+1) , A )
x” +1 est un trindme du second degré (A <0)

La somme des multiplicités doit étre égale au degré du polynome ‘

Comment décomposer ?
f(x)
g(x)

décomposer en fractions rationnels. (Si le degré de f(x)est supérieur a celui de

Pour toute forme ou f(x)etg(x)sontdespolyndmes rationnels en x peut se

g(x) on effectuera d’abord la division euclidienne)
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Exemples 4.2

1 A B
> =—+ 0 et —3 sont de multiplicité 1
X +3x x x+43
2x% +1 2x% +1 A B C
3 24 2= + + 2
X 4+3x -4 (x-1D(x+2) x—1 x+2 (x+2)
+1 multiplicité 1 —2 est de multiplicité 2=>2 fractions.
Attention : le degré du numérateur
augmente a chaque terme.
3x+2 A B C D E
2 3 + 7 T + 7t 3
(x=1)"(x+2) kX—l (x=1" x+2 (x+2) (x+2)
2 termes 3 termes
Le numérateur est de degré 1 car
le dénominateur est de degré 2
f_/\'_“.
X-x-1 1 _ A Bx+C
K- +x-1 (x=D(?+1) x-1 - X+l -
1 terme 1 terme
Comment déterminer les coefficients A,B,C,D.... ?

Les coefficients 4,B,C,D...sont déterminés par identification.

Exemple 4.3 :
1 1 A Bx+C

©Y-x+x-1 (x=D(2+1) x-1 " x*+1
On met au méme dénominateur et on le supprime :
1 ~ 1 A +1D) +(x-1D(Bx+C)
- +x-1 (x-1)(2+1) (x=D(x*+1)
—=1=A2+1)+(x-D(Bx+C)
11 suffit maintenant de choisir des valeurs x de fagcon adéquate.

Six=1 :>1:2A+0:>A:%
) 1 1
Six=0 =1=—-C =>C=—
2 2
) 1 1 1
Six=-1 =1==0+D)+(-1-1)] -B—= |=>B=—
2 2 2

La fraction se décompose donc selon :
1 11 1 x+1

xs—x2+x—l_2x—1_§x2+l
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Exemples d’intégration

Une fois la décomposition faite, I’intégration est facile :

Exemple 4.4
1 1 1 1p x+1
—_ dx=—| —dx—— dx
J.x3—x2+x—1 2-[ x—1 2-[ x*+1
Ajustement (x2+1)
1 1 1 2x 1 1
=—| —dx- - dx—— dx
2Y x-1 4 J-)c2+1 ZI x*+1
:llnlx—ll—lln(xz+1)—%arctanx+C
Exemple 4.5 :
1
I = dx
'[x3—x2—4x+4
On décompose :
1 _ 1 _a N b N c
X —x"—4x+4 (x+2)(x—2)(x—1) x+2 x-2 x-1
_a(x—2)(x—1)+b(x+2)(x—1)+c(x+2)(x—2)
(x+2)(x—2)(x—1)
Les deux numérateurs doivent étre égaux pour toutes valeurs de x :
Six:2:>1=4b:>b=%
1 1 1 1 1 1 1

) 1
Six=1=21=-3c=>c=—"- = 3 5 = il __
x —x —4x+4 12x+2 4x-2 3x-1

Si)c:—2:>1=12a:>a=i
12

1 dx 1¢ dx 1¢ dx
SR JC Y U Y |
12 x+2 4 x-2 3 x-1 (x—1)5
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Exemple 4.6 :

8x° +3 ax+b
:'[(x2+x+1)(x—2)dx_'[ et J.

x +x+1 x—2
8x> +3 _ ax+b N c :(ax+b)(x—2)+c(x2+x+l)
(x2+x+1)(x—2) X +x+1 x-2 (x2+x+1)(x—2)

Le numérateurs doivent etre égaux pour toutes valeurs de x
Six=2=35="7c =>c=5
Six=0=3=-2b+5 =b=1
Six=1=1l=-a+14=>a=3
3x+1 dx J‘ dr— 22x+1 dr J~ :
x2+x+1 x=2 X +x+1 X +x+1

23

:>I=1n(x2+x+l)+l(x2+x+1)—£arctan—(x+lj+51n| x=2|
2 3 2 2

3
—=7=In (x2+x+1)§(x—2)5 ‘—?arctan#(x+%j+€

=1= J dx+J i dx

Note:j. > Y dx est résolu a I'exemple 3.8
X +x+1
Exemple 4.7 :
I J~x —x+2
x—x+2_ A, B _C _Ax"—(2A+B)x+A+B+C
(1-2)" 1=x (1-x)" (1-x) (1-x)°
A=1 A=1
=1-(2A+B)=-1={B=-1
A+B+C=2 c=2
dx dx dx 1 1
=1= - +2 =—In|x-1|+ +
jl—x I(1—x)2 J(1—;6)3 x| x—=1 (x-1)°
=—In| x-1|+ al —+C
(x-1)
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5- Méthodes par substitution

C’est une des méthodes les plus efficaces et donc la plus utilisée.

Quelques changements de variable types
R désigne une fraction rationnelle

Forme de fonction Changement de variable dx
f (ax+b) u=ax+>b dx:ldu
a
f(ax2+bx+c) u=x+£ dx =du
2a
f'(x)(f(x))n u=f(x) du= f'(x)dx
f(l) u:l dx:—izdu
X X u
f(\/;) u=Ax dx =2udu
fR("ax+b) u=~ax+b dx—gun_ldu
f (tan x) u=tanx dx = ! ~du
1+u
1
f(ex) u=e* dx—;du
1
x — % dx = du
f(a) u=d ulna
1 sin 0
2 2 = dx = do
fR( Y a) T s 0 T 0570
fR( x2+a2) u=atan® dx =a(tan®>0+1) d6
fR( a2—x2) u=asin® dx=acos0do
R Jax+b un:ax+b
cx+d cx+d

Formule 5 : If(x)dx =
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Exemple 5.1 :

I:J.x(l+x)5dx

Posons:t=1+x, teR — x=r-1=g(r) > g'(r)=1
7 6
I={(t=1) di=[1%dt-[Par=2-L+c
—>J'(t)ttjttftt76+
7 6 6
_)I_(1+x) _(1+x) N :(6x—1)(1+x) L
7 6 42
Exemple 5.2 :
I:j flx Posons y=e —e'dx=dy —)d)c—d—?::ﬂ
e 1 e y
ldy —dy dL_l | -
1= Z_[y =_[ Y —m| X |=m| =
y-1 y-1 y—1 y e’
y y
= I=In|e" ~1|-x+C

Les substitutions a opérer ne sont pas toujours évidentes. Cependant certaines sont

assez classiques.

Etudions quelques exemples.

5 -1 Les substitutions trigonomeétriques

Pour les formes en | Remplacer x par | Donc dx =
N .
x’—-a’ a sm26 do
cos9 cos” 6
2 2 a
X +a atan® a(tan 9+1)d9= -—d0
cos 0

a’—x’ asin 0 acos0 do
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Exemple 5.1.1 :

=sin0=0= i
I=I l—xzdx:{x s aICSHUC:>I=J‘ \ll—sin29c056d9=f cos’ 0 do

dx =cos0d0
Utilisons Carnot : cos’ 0 = %OH

:>I=I Ma@:lj‘ d9+l.|. cos29dG=19+lsin29=19+lsinecose
2 2 2 2 4 2 2
= :%arcsinx+%x.\/1—x2 +C

NOTE : Cette intégrale est importante. On la retrouve notamment pour le calcul de
I’aire d’un cercle.

Exemple 5.1.2

2)1,;
[:J' —M_?xzdng,j (3
X

2

X

2 . 2

Posons:x:§sm9 = dx:§cos9d9
%41—sin26 2 cos’ 0

:>I:3I—i————7——(—axejd9 3 d6 = 3]( —1jde

(2) 3 sin” 0 sin” 0

3
—3(cot6-6)
9 ,

Orsinezéx: cosO=,[1—-=x
2 4

| =
S VA-9x 3 4-9x°

= 1 :—32——3arcsin—x: ———3arcsin§x+C
ix 2 X 2

2

Exemple 5.1.2 :

1= _[ dx Posons : x = x/_tane = dx= \/E(tan29+1)d9

J’\/_\/tan 0+1 \/_(tan29+1)d9:j tan” 0 +1 40

2tan cosO.tan” 0

do cos0
:Icose.tanze +'[cose _-[sm Gde Icose

Soit I, le premier terme et /, le deuxieme.
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sin“ 0 sin 0 X

Ilzjcosede jdsme 1 _ Jx®+2

. 2
sin” 0

X
car sin 0 =sin (arctan j
\/ \/ x +2

t2

1 =I d9 Posons : t—tan— = dO=
2 coS 2

1+1° 1417
1+1¢ 2dt t+1
R s I I1+t I - t—l‘
t 0 1
an5+ 1—cosO+sin0
=In 5 =In :
tan 2 —1 I-cos®—sin
2
0 1-cosO X 2
car tan — = — et comme cos 0 = cos| arctan =
2 sin® 2 x2+2
PR Y (\/x2+2—\/§+x)(\/x2+2+\/§+x)

\/x +2 - \/5 X - (M—ﬁ—x)(m+\/§+x)

’ 2
% =In| x+vVx*+2 |+C

2
+2
Etfinalement:1:11+12:— X +In x+\/x2+2‘+C
X

=In

NOTE : L'intégration par partie permet d'arriver au résultat beaucoup plus

rapidement. Voir exemple 7.8
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5 -2 Les fonctions trigonométriques

‘ 5 -2 —1: Cas particulier : cosPx ou sinPx

On linéarise la fonction en utilisant les formules d’Euler :

ix —ix
—e

CoSX =
et on applique le bindme de Newton.

ix —ix

e +e

sinx = -
2i

Exemple 5.2.1.1 :

I = I sin x dx
On linéarise :
ix _ —ix 4 4ix +3ix—ix 2ix—2ix ix—3ix —4ix
sin4x=(e ¢ ] e e S
2i (2i) (2i) (2i) (20" (20)
4ix —4ix —2ix —2ix 1 1
= 3+e —45 %+e +§:—cos4x——cos2x+g
2°x2 2°x2 8 8 2 8

:>I:I (1cos4x—lc052x+§) dx:LSin4x—lSin2x+§x+C
8 2 8 32 4 8

5 —2 -2 : Cas particulier : cosPx.sinx

On va envisager les cas suivants :
1. poug=1
2. petq sont différents de 1
a. p et g sont pairs ou impairs mais égaux (p = q)
b. p et g sont pairs mais différents (p # q)
c. p estimpair ou bien g est impair

Si p ou g égal 1 : on est alors dans le cas I £'(x). " (x)dx

Exemple 5.2.2 :

1 =I cosx.sin4xdx=%sin5x+C

. I .
Si p et g sont différents de 1 et p =g : on utilise la relation sin x.cos x = Esm 2x et

on revient sur le cas cos” x ou sin” x
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Exemple 5.2.3 :

I:I sinzxcoszxdx:ij. (2sinxcosx)2 dx:ij- sin” 2x dx

2 “2\27 4 32

_ij- 1—cos4xd l(x Sm4x)=i(x—sin4x)+c

Exemple 5.2.4 :
_ 3 .3 _ 1 . 3
I —I cos’ x sin xdx—g'[ (sin2x)” dx

Par les formules d'Euler, il est facile de linéariser (sin 2x)3. Voir Exemple 22.1.

On obtient :
I = 1J. (—lsin6x + Esin2x) dx = i(lcos6x — EcosZ)c)
8 4 32\ 6 2

= %(cos6x—9c052x) +C

Si p et g sont pairs et différents de 1 avec p # ¢ : on transforme le sinus en

cosinus ou réciproquement et on revient sur le cas cos” x ou sin” x

Exemple 5.2.5 :

) 4 2 4 4
I=I sin” x cos xdx=j (1—cos x)cos xdx=j cos* x—cos® x dx

cos* x= é(cos4x+4cos 2x+3)

On linéarise : |

cos® x =—(cos6x+6¢cosdx+15cos2x+10)

1 ( sin6x sindx sin2x )
- - + +2x

=] :LI —cosbx—2cos4x+cos2x+2dx=—
32 32 6 2 2

L(—sin6x—3sin4x+3sin2x+12x)+ C

Si p (exposant du cos) est impair, on pose ¢ =sin x = x = arcsint et dx = = dt
1-t¢
Ou
. . . . 1
Si ¢ (exposant du sin) est impair, on pose ¢ = cos x = x = arccost = dx = — = dt
1-1¢
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Exemple 5.2.6 :

I :I cos® x sin’ x dx

x=arcsint = dx = dt

On pose : ¢ =sin x = 1-¢°

cosx:\/1—7
(W)

3 5
d dt:,[ (l—tz)tza’t:t——t—zlsin3x—lsin5x
N 375 3 5

= %sin3 x(5—3sin2 x) ou encore [ = %sin3 x(3cos2x+7)+C

Exemple 5.2.7 :
1
I=I cos’ xsin’ x dx On pose :f =cos x => x = arccost = dx = — -
1-t
tz(\/l—tz )5t2 2 £t r
I=—'[ —dt:—j 2= di=——+2———=——(35-421-15¢*)
J1-12 3 5 7 105
3
=5 X(35_42c0s? x+15c0s* x)+ C
105
ou encore apres linéarisation :
1 =——COSX—LCOS&X‘FiCOSSX—LCOS’[Xﬁ-C

64 192 320

5 -2 -3 : Fonctions rationnelles en cos x, sin x et tan x

Fonction rationnelle en tan x. f R(tanx)

dt

On pose ¢ =tanx = x =arctant = dx = 5

1+¢

Exemple 5.2.3.1 :

2
I:J' tan2x+1dx' Onpose:t:tanx:x:arctantjdxz zdl'
tan” x—1 141
2 J—
1=J' l‘2+1 lzdt:_J' lzdt=—llnﬂ=lln tanx—1|
t°=11+¢ 1-1¢ 2 |1-¢t 2 [|tanx+1
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Exemple 5.2.3.2 :

sin x —CoS x tanx —1 r—1
I = =|———dx=|—+—d
'[s1nx+cosx . J.tanx+1 I(t+1)(t2+1) !
t=tan x
a+b=0 a=-1
or— 1L “1+b§+$:> b+c=1 = {b=1
(t+1)(t +1) reloe a+c=-1 c=0

:%ln(t2+l)—ln| t+1|

1 1
(L
t +1 r+1 et

zln\/t2+1 1 \/tan2x+1

=In
|2+1] | tanx+1 |

t=tan x

t=tanx

=—ln| sin x + CoS x |+C

Note : dans ce cas-ci, cette méthode n’est pas la plus simple. En effet, il suffit
de remarquer que le numérateur est I’opposé de la dérivée du dénominateur, ce
qui donne directement la réponse.

Exemple 5.2.3.3 :

sin x tan x
I=| ——dx=| ——dx=| ————
-[ J‘tanx+1 J‘(t+1)(t2+1)

sin x +cos x e
—1=a=——
Or tz -1 +b§+c:>t=a(t2+1)+(bt+c)(t+1):> t=0=c=
(t+D(2+1) t+1 241
t=1=>b=

1{ dt
=T=—|-| —+
r+1

1+t 1 1 2642
2 t:|:5—|:1n|t+1|+5j' 1 5 dt:l

1+1¢ +t

=—lln|t+1|+lln(1+t2)+larctant
2 4 2

1
()
—11n cos’ x +f

) 1+smx 2
Ccos X

1
1. |(1+£2)>2
—11’1—
2 1+1¢

1

(1+tan x)2
+—arctant = — ln—+

1+tan x

:lx—llnlsinx+cosxl+C
2 2

Note : le résultat final suggere qu’il y avait moyen de faire plus simple. En
effet, il suffit de remarquer que :
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sin x = —sin x +sin x + cos x — (cos x —sin x)
Ce qui donne :

J= J‘ sin x _Smx J-s1nx+cosx J'COSX Slle

Six+Ccosx Sin x+COoS x Sll’lX+COS)C

) 1 1 )
=—I+x—Inlsinx+cosx| = I ==x——=Inlsin x+cos x|+ C

Nettement plus simple !

Régles de Bioche dans le cas des fractions rationnelles en sin x et cos x

Soit f (x) est fonction rationnelle de la forme R (cos x,sinx), alors
Sif(—x)d(—x) = f (x)dx, onpose f=cosx =>dt=—sinxdx
Sif(n—x)d(n—x)=f(x)dx, onpose t=sinx =>dt=cosxdx

Sif(n+x)d(n+x)=f(x)dx, onpose t=tanx =dt= df =(1+tan®x) dx

cos” x
Fonction rationnelle et telle que f R(—x)d(-x)= f R(x)dx
Autrement dit f est IMPAIRE
Exemple 5.2.3.2 :
3

I= J. cos’ x dx. Remarquons que Lx) d(—x)= Co_s—x dx.

sin x sin(—x) sin x
On pose cosx =t = x =arccost = dx =— ! - dt

1-t¢
—J. dt—j dt— = (Hlijtledt
\/1 £2 \/1 12 2t+1 21-1

l,2

:—+lln|(t+1)(t—1)| = —ln|t2 —1= lcoszx+lln|sin2 A
2 2 2 2

1 . 1 .
= ECOSZ x+In|sin x| + C ou encore I = —cos2x + Inlsin x|+ C
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Fonction rationnelle et telle que f R(n—x)d(n—x)=f R(x)dx

On pose : t=sinx = x =arcsint = dx = dt

1-¢

Exemple 5.2.3.3 :

30, 3
COS (TE x)d(ﬂ:_x):COS X

cos’ x

I= dx. Remarquons que dx
J-sinzx a a sin® (- x) sin’ x
On pose : t =sinx = x = arcsint = dx = = dt
1-¢

Vi=?) 1 -7 1 1

I=[~——. dt=[ ——dt=] S-ldt=—=-u=————sinx+C
t NS t t u sinx

Fonction rationnelle de période nousi f R(n+x)d(n+x)=f R(x)dx

On pose : t=tanx:>x=arctant:>dx=1 = dt
+1

Exemple 5.2.34 :

I —I ;dx Remarquons que ! d(m+x)= 1 &

2-cos’x 2—cos’ (m+x) 2 —cos’ x
On pose t = tan x = x = arctan? = dx = 1 ! > dt
+1
1 1

En tenant compte que cos’ x = = 5
I+tan"x 1+¢

1 1 1 1
I = — = ——dar=—[ ———a(\2
Iz ) e \/EI 1+ (V1) 0

1+¢

== garctan (x/Etan x) +C

Cas général : fraction rationnelle en f R (sin x,cos x)
On utilise les substitutions suivantes :

X 2
On pose : x =2arctant = t=tan— et dx= >dt
2 I+1
1-1 . 2t 21
= Ccosx= 5 sinx = > tanx= >
141 1+1¢ 1t
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Exemple 5.2.3.5 :

I:j a’x.Onpose:t:tan£:>x:2arctant:>dx: 22dt
3+cosx 2 1+1¢
i NIRRT I
I_I l—t 1+ _j 4427 _I 2+z2dt_ 2 arCtan\/E
1+t
= g arctan (% tan g} +C
Exemple 5.2.3.6 :
dx 1 2 2dt
I_jsinx+cosx_j 2 +1—r2‘1+r2dt =] 21
1+t2 1+t2 t=tan x/2
:_J- 2dt
(t—(1+\/5))(t+(1+\/5))
Or 2 _ a N b
(-(+v2))(1-(1-42)) =(1++2) 1-(1-42)
r:l—ﬁ:b:—ﬁ
=2=a(t-(1-2))+b(1-(1+2)) = \/_2
t:1+\/§:>a:72
j a1
1+\/_)ttanx/2 2 t_(l_\/z) f=tan x/2 2 1= (1 \/E) f=tan x/2
X
tan——(l—«/i)
=£ln 2 +C
2 tang—(l%r\/i)
Exemple 5.2.3.6 :
Izj dx.Onpose:t:tan£:>x:2arctant:>dx= szt
3+cosx 2 1+1¢

1 2 2
I= = = dt = —arctan —
j 1—r 1+ j4+2r j2+z2 2 arcanﬁ
1+t
= Q arctan (ﬁ tan fJ +C
2 2 2
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5 -2 —4: Cas particulier : Produit de facteurs cos ax et sin ax

Utiliser les formules de Simpson inverses :
sin ax cosbx = %[sin(a+b)x+sin(a—b)x]
sin ax sinbx = %[cos(a —b)x—cos(a +b)x]
cos ax cosbx = %[cos(a+b)x+cos(a —b)x]

Exemple 5.2.4.1 :

I:fsin3xsin7x dx:l_[(cos4x—colex)dx:l lsin4x—isin10x
2 2\ 4 10

= lsin4x—isin10x
8 20

6 Formes particulieres et substitutions algébriques

Rappel :
Dans de nombreux cas, il est nécessaire de savoir transformer la forme canonique

ax” +bx + c sous la forme a(y2 il)

Exemple 6.1

Transformer 2x> —4x+5

On ajoute et
on retire le 4

2x° —8x+5= 2 (x2—4x+§j:2 x —4 x +4—4 +§
2 on prend le coeff 2

du x,que l'on divise
par 2 et que l'on met

—4
au carré (—j =4
2

Mettre le coeff
du x? en évidence

— ) ) -
:2(x24x+4§J=2 (x-2)" - e u—l
S 2 2 3
11 apparait un —
carré parfait On met en 2

évidence

On fait rentrer

le coeff dans le
carré

2
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Exemple 6.2

3x2+6x—1=3(x2+2x—%)=3(x2+2x+1—1—%j:3[ﬁv+ﬂz—%}:4{(J_

73'()6+1)J —1}

1
6 —1: Formes en
X +px+q
Si p’ —4q <0, transformer en forme

1+u’
Exemple 6.1.1 :
I = I%dx = J. 12 dX i dx 3
x +x+1 ( 1 j 1 3 2 ( 1 )
X+ +1-— =lx+= || +1
2 4 NE) 2
On pose : u :i(x+lj - du=—F=dx —> dxzﬁdu
BLU 2 NG 2
—>I:4 22 :2\/§I duz_zﬁarctanu
3 u”+1 3 Y1+u 3
—>1 :&arctan&(x+lj+C
3 3
—ia tan&[x+lj C
3
Si p2 —4g >0, décomposer en fractions rationnelles. (En effet, le dénominateur
peut se factoriser)
Exemple 6.1.2 :
1
=t g :
2x* +5x-3 2(

x_i

__j- dx _ﬂj- dx —iln )

1 70 1 7)x1377
x—zj(x+3) X
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Ax+ B
6 — 2 : Formes en \/ax2 +bx+c¢ ouen

\/ax2 +bx+c

Pour les formes I R(x, Vax® +bx+c)0i1 R est une fraction rationnelle, on met le

trindme sous forme canonique et on est ramené a 3 cas :

J1-u> = Onpose u =sint
Ju’ =1 = Onpose u =cosht

Ju’+1 = Onpose u =sinht

NOTE : seul le premier cas fait partie du programme Math 6. Ce qui implique que
a<0 etc>0

Exemple 6.2.1 :

e T TR

2x—1

1
Posons:u=—4|x—— |=—= = du=—dx=dx = \/_du
JE( 2) NG 2

=1=22 J. V1—u’du Cette intégrale a été résolue a l'exemple 5.1.1

1 > 1 ) 1 2x- 1 2x—1 1 2x—1
=1 :2\/5 —u~N1—u" +—arcsin 2\/_ + —arcsin ——
{2” YT ”} L PN R (2[} 2\/5}

2x L7 +2x—2x" +\/_arcs1n2x 1+C
1 \2" 22
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Exemple 6.2.4 :

(1+xx2)'
Lo 2x+3 Tt 4, d(1+x-x’)
I_Imdx_ J.\/1+x x° j\/1+x x° +4I\/l+x X’

=2\1+x-x* +4I,

I T

2 J5
tzli/éx:dx:—gdtjllz—j dt - :—arcsint:—arcsinﬁliéxj
1—t¢
Finalement :

I =-2J1+x—x’ —4arcsin(1_2xj+C

NG

1
6-3 : Pour les formes du type (a+bx)»,on pose y" =a+bx

Exemple 6.3.1 :

I xdx 1
(3+4x)+
Soit y* =3+4x = 4y’dy=4dx
y'-3
- 3
y'dy
4 Lo 2f 4 1y 3y
=1= =— -3 =— - C
J y 4Iy (' =3)dy 47 43
1 71 3
:>I=%(3+4x)4——(3+4x)4+c
Exemple 6.3.2 :
I:J.x2\3/x—1dx Onpose:x—1=1" — dx=3¢’dt

— 1= I(ﬁ +1)2 137 .dt = it‘o +§r7 +§r4
10 7 4

10 7 4
=1= 130(x 1)s 3(x—1)3+%(x—1)3+C
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ax+b . ax+b
6-4 : Pour les formes en 7 ,onposet! =
\} cx+d cx+d

Exemple 6.4.1 :
I= j/“ dr Soit:f=2 o o Lo 2y

:>I.[

dx

(v —1)

Décomposons :

-2t° a b c d
2 = + 7t + 2

(#-1)" =1 =07 H L )
Cat=-DE+D) +bGE+D +c =D (141D +d (1 -1)°

(" -1)

Sit:1:>—2=4b:>b:—%

Sit=—1:>—2=4d:>d=_%

Sit:O:>0:—a—l+c—l:>—a+c:1 a:—l
2 2 2
9 1 AT
Sit=2=>-8=8a—=+3c——=9a+3¢c=-3 c=—
2 2 2
:__I__l 1pat _1p _dt
t+1 (t+1)°
L |z-1|+—i+—1n|t+1|+1 ! —11n Uk R
2 2t—1 2 2t+1 2 t—1 =1
x+1 x+1
1 1 1 x+1 x+1
=—In| 12 ++ X —In 2x+1+2x\/— +x,|—+C
2 x+1 1 x+1_1 X X
x X
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7 - Intégration par parties

C’est une méthode tres puissante et donc souvent utilisée.

Ce procédé s'applique pour calculer les primitives des fonctions suivantes :
v" Produit d'une fonction polynomiale par un sinus, un cosinus, une
fonction exponentielle ou une fonction logarithme.
Produit d'une exponentielle par un sinus ou un cosinus.
Fonctions trigonométriques réciproques. (Math 6h)
Certaines racines carrées.
Certaines formes particuliéres

DN NI NN

Exemples : xe*,x Inx,(x* +1)cos x,sin xcos3x,e” sin x, In x, xarccos x, ..

Formule 3 : j f(x).g'(x) dxzf(x).g(x)—j f'(x).g (x) dx

Le choixde f(x)et g'(x) est dicté par le fait d’obtenir une intégrale plus simple
que celle de départ. Si ce n’est pas le cas, il suffit de permuter les expressions.

Exemple 7.1 :

et [[x 270
g'(x)=e"=g(x)=¢"

:>I=xex—_[ lre'dx=xe"—e" +C

Exemple 7.2 :

(X=x =f'(x)=1
I:I xcosx dx ! / i :>I:xsinx—‘|. sinxdx=xsinx+cosx+C
g'(x)=cosx= g =sinx

Exemple 7.3 :

f(x)=In(x)= f'(x)= 1 (On a intérét a faire disparaitre leln)
I=J. (x+DIn(x) dx 2x

g'(x)=x+1:>g(x)=x +Xx

:>I:(x—2+len(x)—.[ (x—erledx:(x—valen(x)—J. £+1dx
2 2 X 2 2

2 2
=(x—+x]ln(x)—x——x+c
2 4
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Exemple 7.4 :
On peut devoir appliquer plusieurs fois de suite [’intégration par parties.

I:J. x'e {f(x):x :f’(X):zx:I:xzex— ZI xe'dx

' X X
g(x):e :>g(x):e [ —
On applique une
deuxiéme fois la méthode

{f(x):x:f'(x)zl
g'()=e"=g(x)=¢"

= [ =x" —2xe" + ZI e'dx = x’e" —2xe* +2e" =e* (x2 —2x+2)+C

Exemple 7.5 :

Polyndme
de degré zéro

()=l
I=I lnxdx:J‘ 1 -Inxdx f(x)=1n(x):>f (X)_x
g'(x)=1 = g(x)=x

szlnx—J. xldx:xlnx—j 1l-dx=xInx—x+C
X

Exemple 7.6 :

I = Iarcsin x dx

f(x)=arcsinx = f'(x)=
I-x

g'(x)=1 = g(x)=x

:I:x.arcsinx—_[ * dx:x.arxsinx—(—ljj —2x dx
1-x°

d(1-x°
=1= x.arcsinx+%.[% = x.arcsinx++1-x" +C

Exemple 7.7 :

1—x* 1
=1=- a +I dx=-— +arcsinx+C
X \/l—x2

X
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Exemple 7.8 :

L’intégration par parties permet souvent de grosses simplifications

. Reprenons
I’exemple 5.1.2.

\/x +2

g'(x):i2 :>g(x)=—l
X X

\/x +2
+ln(x+\/x +2)+C

Table formule 1

) J.\/md f(x) \ X +2:>f(x)—
=| ———dx

=1=

R

Exemple 7.9 :

On revient parfois a [’intégrale de départ.

I :I e”.sinx dx

= f'(x)=¢
= g(x)=—cosx
{f(x):ex = f'(x)=¢
= g(x)=sinx

= [=—¢" cosx+jexcosxdx

= I=—¢"cosx+e” sinx—j e’ sin x dx

On revient a
l'intégrale de départ

Y
|

=—e"cosx+e sinx—I Clest une simple équation en /

X

. e’ .
=2 =—¢"cosx+e'sinx = I:—(smx—cosx)+C

Exemple 7.10 : (Plus complexe)

I= _[sin (Inx) dx

Soit y=Inx = dyzﬂ =Sdi=xdy=¢"dy= I:Jsinyeydy
X

u=siny u'=cosy

Par parties: =~ = I:eysiny—J.eycosydy
v'=e v=e’
. U=cosy u'=-siny
Par parties : =~ 7
v'=e’ v=e’

= [=e¢’siny—e’ cosy—jsinyeydy:e” siny—e’cosy—1

= 2/ =¢"(siny—cosy) = I :g(sin(lnx)—cos(lnx))
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8 — Exponentielle complexe

Une exponentielle complexe est une exponentielle de la forme e*avec z=a+bi. On

a+bi a bi

aaussi: e =e"" =e%" =¢“(cosb+isinb)

Formules de base

j e”dx=%e”+C

I e“P(x)dx=e"Q(x)+C

avec P(x), un polyndme a coefficients (seule cas envisagé ici) et Q(x) un polyndme

de méme degré que P(x), mais dont les coefficients peuvent étre complexes.
On peut aussi écrire :

I e“P(x)dx= I e“e™ P(x)dx

:I e (cosbx+isinbx) P(x)dx =e™ (cosbx+isinbx)Q(x)+C

En désignant par R et I respectivement les parties réelles et imaginaires, on en
déduit que :

I e“ cosbx P(x)dx = %j e P(x)=dx=Re"™Q(x)+C

I e“sinbx P(x)dx = SI e P(x)=dx=J e Q(x)+C

On détermine les coefficients de Q(x), par identification avec P(x), aprés dérivation
des deux membres.

Exemple 8.1 :

I= I e *cos2x dx :SRJ- ey

. 1 : 1+2i .
I, = j ey = o1 = 2 = (cos 2x +isin 2x)
—142i 5

85 (cos2x—2sin2x)+C

On voit que cette méthode est dans un cas comme celui-ci une alternative intéressante
a la méthode par parties.

[=RI,=—=-—
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Exemple 8.2 :

je sin2x dx = ‘5.[ e 2% dx

; 3-2i ..
J‘ (3+21)xd e(3+21)x — eSx (COS dx+isin 2X)

3+2i 13

3x

I=3I = e13 (3sin 2x—2cos2x) +C

Exemple 8.3 :

I=I e cost(x—l)dx=iRj e (x—1) dx

1, :J' o2 (x—=1)dx = P12 (ax+b)

On dérive

T (x—1) =(=14+20) ™ (ax+b) + 7 a = 7 (<14 2i) (ax +b) + a]
1 .

Cl(—1+2i):1 Clzg(_l—Zl)

= x—1=(-a+2ai)x—b+2bi+a=
b(~1+2i)+a=-1

b:i(8+6i)
25

e(—l+2i)x

[(-5x+8)+i(-10x—-6)]

11 1
Donc: I, = “*2”{— —1-2i)x+—(8+6i }:
onc:I =e 5( i)x 25( i)

= %e-x (cos2x+isin 2x)[(=5x+8) +i(-10x—6)]

Finalement :

]+C

I=9RI, =

Exemple 8.4 :

1 =j e’ Sinx(x2 —l)dx = Sj e (x2 —l)dx

I, = I (2 =D dx = (ax® +bx+c)

On dérive
(62 —1) =(=1-i) e (ax® +bx+ )+ (2ax +b)
=" [(—a+ai) x> +(=b+ib+2a) x—c+ic+b]
1 .
a(=1+i)=1 “:_5(1“)

b(-1+i)+2a=0= |b=—i
c(=1+i)+b=-1 c=1
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I, = e |:—%(1+ i)x? —ix+1} = %e(_l_i)x [(—x2 +2)—i(x?+ 2x)]

= %e‘x (cos x+isin ) [(=x? +2) =i (x> +2x)]
Finalement :

[=31 ==¢" [(=x? +2)sin x—(x? +2x)cos x] + C

Exemple 8.5 :

1 :J. e cos2x(x* +1)dx = ‘RJ- e (5% 1) dx

I, = I 2 (5 +1) dx = e (ax® + bx +¢)
On dérive:
e (52 +1) = (3+21) e (ax® +bx+¢) + € (2ax+b)
= e [(3a + 2ia) x* + (3b +2ib + 2a) x + 3¢ + 2ic +b]

g 3-2i

a(3+2i)=1 13
=1{(3+2)b+2a=0= bz—%(S—lZi)

(3+2i)c+b=1

489 — 430i
cC=—mm—
13°
= [ =B [—3_% x° —1(5—12i)x+—489_430i}
: 13 13> 133
e(3+2i)x
=517 [(507x> —130x +489) +i(~338x> +156x—430)]
e(3+2i)x
=9, = [(507x> —130x +489) cos 2x +(338x> —312x +430)sin 2x)+ C

Cas particulier : forme ¢P(x)

Il n’est pas nécessaire de passer par les complexes, on peut directement écrire :
I e“P(x)dx=e“Q(x)+C

P(x) et Q(x) sont deux polyndmes a coefficients réels de méme degré.

reussir@proximus.be — Intégration Math 6 — Page 34 de 35



mailto:reussir@proximus.be

Exemple 8.6 :

1 =J. e (x2 +2x—1)dx=e3x (ax2 +bx+c)

= e (x2 +2x—1) =3¢ (ax2 +bx+c)+e3x (2ax+b)

= x*+2x—1=3ax*+(3b+2a)x+3c+b

1
a=-—
3a=1 3
4 e )
=13b+2a=2= b:§ :>I=27(9x +12x-13)+C
3c+n=-1 __E
27

Nettement plus rapide que ’intégration par parties.
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