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EXTRI250 — EPL, UCL, Louvain, juillet 07

Démontrer qu'un triangle est rectangle et isocele quand on a :
_1+tan(45°-B)
1—-tan(45°-B)
et 45 =a’
A, B,C sont les angles; a,b et ¢ sont les cotés et S l'aire du triangle

tanC

_ tan45°-tanB 1-tanB
1+tan45°tanB 1+tanB
Transformons la premiere équation :

1-tanB
1+tan(45°-B) i tmp l+tanB+l-tanB 1
1-tan(45°-B) , 1-tanB 1+tanB-1+tanB tanB
1+tanB
Autrement dit :tanBtanC =1  or nous avons aussi la relation classique :tan B.cotB =1

Notons que : tan(45°—B)

tanC

T

Ce qui par comparaison veut dire qu'ici : tanC =cot B — tanC =tan (g— Bj —>C= > B

—->C+B= g —> A= g ce qui démontre que le triangle est rectangle.

Montrons maintenant que le triangle est isocele.

L'aire d'un triangle est donnée par :S = %absin C

2 2
Ici, 45 =a’ > S =a7 donc %:%absinc —a’®=2absinC »a=2bsinC (1)

Or puisque le triangle est rectangle : b =asin B
(1) > a=2asinBsinC — 2sin BsinC =1— 2sin Bsin(g— B) =1-—2sinBcosB =1

—>sin2B=1—->2B= g —>B= % —-C :g et donc le triangle est isocéle.

Le 26 ao(it 08
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EXTRI251 — EPL, UCL, Louvain, juillet 07

Pour les affirmations suivantes, cochez vrai si l'affirmation est vraie, ou faux si l'affirmation est fausse.
e Dans un triangle il y a toujours au moins en angle entre 30° et 150°
Vrai o Faux o
e L'expression cos* a—3cos”asin®a+sin®a change 4 fois de signe dans l'intervalle —t<a<mn
Vrai o Faux o
e L'équation suivante est une identité (pour a+b = kr et b = k)
tan(a+b)+tan(a—b) sin2a
tan(a+b)-tan(a—b) sin2b
Vrai o Faux o
o Le triangle ABC est rectangle en A, si et seulement si
sinB+sinC =cosB+cosC

Vrai o Faux o
e FAUX
Exemple un triangle isocéle avec les angles a la base égaux a 1°, le troisieme vaut 178°
e VRAI

Transformons la relation :

. . . 2 . 1.
E =cos*a—3cos’asin®a+sin‘a= (cos2 a—sin? a) —cos®asin?a=cos’ Za—zsm2 2a

1 2 . 1 2 1
= Z(4cos 2a—sin Za) = Z(5cos 2a—1) = Z(\/gcos 2a—1)(J§cos 2a+1)
cos2a= ﬁ — 2a=%1.107 rad - a =+0.55rad
Les racines sont : 5
cos2a= 7?5 —2a=1+2.034 rad > a=+1.017 rad
Tableau de signe
T -1.017 -0.55 0.55 1.017 T
J5cos2a-1|+ + + + 0 - 0 + + 4+ +
JBcos2a+l|- - 0 + + + + + 0 - -
E - - 0 + 0 - 0 + 0 - -
Il'y a donc bien quatre changements de signe entre — et

o VRAI

tana+tanb tana-tanb

tan(a+b)+tan(a-b) 1 anatanb "l+tanatanb
tan(a+b)—tan(a—b) tana+tanb tana-tanb

1-tanatanb 1+tanatanb
_tan a+ farb + tanatanb +tanatan®b+tana— tarb — tan>atanb +tanatan’b
" Tana +tanb+tan® atanb+ tanatan’b — tana +tanb+tan’ atanb — tanatanib
2tana
_2tana+2tanatan’b 2ftan a(L+tan’b) 1itan’a _Sin2a
" 2tanb+2tan’atanb  2tan b(1+tan2a) © 2tanb " sin2b
1+tan’b

¢ VRAI

Si le triangle est rectangle en A, alors : sin B +sin C =sin (g—C)+Sin (g— B) =cosC +cosB

Et si, sin B+sinC = cos B +cosC —> 2sin B;CcosB;C =ZcosB;CcosB;C
cosB=C =O—>%:g—> B-C=n—>B=C+n Arejeter

'nB+C—c B+C B+C _=n B+C

T
SI —

—->B+C= —>A:2

b
0S d -
2 2 2 2 2 2
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EXTRI252 — EPL, UCL, Louvain, juillet 07

On veut déterminer le rayon r d'une tour cylindrique que I'on observe en se promenant.
L'angle de vision de la tour est I'angle (dans le plan horizontal) entre les deux extrémités observées de la tour.
Une premiére observation faite a une distance x du centre de la tour consiste a mesurer un angle de vision horizontal
o de 10°.
On se rapproche ensuite d'une distance d de 50 métres du centre de la tour et on mesure maintenant un angle de vision
horizontal de 8 de 15°.

1) Faites un croquis de la situation et indiquez les angles observés.

2) Donnez les équations qui peuvent déterminer r et x.

3) Calculer le rayon r de la tour et la distance originale x pour les données o, 3 et d.

Donner les résultats au centimetre pres.

[oe]

P Vue en perspective

Vue en plan

d=50m | x - 50 |

Sur base des schémas, il est immediat que :
sinE
in% = (x—50)sin? > x =50 2 _50_ 75 _fig5a8m
R=xsin—=(x- = = = - .
2 ( 2 sinP _sin & sin7.5-sin5
2 2

Et donc : R =150.48sin5=|13.12 m

Le 26 ao(it 08
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EXTRI253 — FPMS, Mons, 2002

Si A, B, C et D sont les angles internes d'un quadrilatére, démontrer que la relation suivante est vérifiée :
sin(A+C)xsin(A+ D) =sin(B +C) xsin(B+ D)

Solution proposeée par Steve Tumson

A+B+C+D=2r=D=27r-A-B-C
—sSiN(A+C)xsin(A+27—A—-B—-C)=sin(B+C)xsin(B+27r—A-B-C)
< Sin(A+C)xsin(2z—B—-C) =sin(B+C) xsin(2zx — A—-C)
< —sin(A+C)xsin(B+C) =-sin(B+C)xsin(A+C)

Septembre 08
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EXTRI254 — FPMS, Mons, 2002

Résoudre I'équation trigonométrique suivante :
tan(x) + tan(2x) = tan(3x)

Solution proposeée par Steve Tumson

Conditions d'existence :

COS(X)iO@Xi%-ﬁ-kﬂ VkeZ

cos(2x)¢0<:>x¢%+k% vkeZ

cos(3x)¢0<:>x¢%+k% vk eZ

sin(3x) _ sin(3x)

tan(X) + tan(2x) =tan (3)() tan p+tang _
cos()cos(2x) _ cos(3x)

=sin(3x) =0
o 3X=x+kr  VkeZ

RS X:%+k£ vkeZ

cos(x) cos(2x) = cos(3x) M%(cos(sx) +c0s(X) ) = c0s(3x) <> €0s(3x) +cos(x) = 2cos(3x)

= €0s(x) = cos(3x)

<:>x:13x+2k7r<:>x:k% vkeZ| ou |x=kr VkeZ|

Vu les conditions d'existence, il faut préciser x = k% vk € Z paires

Ce qui revient en fait a écrire : x = (2k‘)% o x=k'r VkeZ

T

S={x=—+k£;x=kﬂ}
3 3

septembre 08
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EXTRI255 — FPMS, Mons, 2002

Si A, B et C sont les angles internes d'un triangle, démontrer que la relation suivante est Vérifiée :
sin?(A) +sin?(B) +sin?(C) =2+ 2cos(A) cos(B) cos(C)

Solution proposeée par Steve Tumson

A+B+C=7r=C=7-A-B
= sin’(A) +sin’(B) +sin’(z — A—B) = 2+ 2cos(A) cos(B) cos(z — A—B)

Il faut donc démontrer que :
sin®(A) +sin*(B) +sin’(A+ B)|= 2 -2cos(A) cos(B) cos(A+ B)
R —

oS p.cosq

Le terme de droite peut donc se réécrire :
& 2- 2(%(cos(A+ B) +cos(A— B))] cos(A+ B) < 2—(cos(A+ B)+cos(A—B))cos(A+B)

& 2-cos’(A+B) —cos(A—B)cos(A+B) < 2—(1-sin?(A+ B) ) - cos(A—B) cos(A+ B)

< 1+sin’(A+B)—cos(A—B)cos(A+B) < 1—%(005(2A) +¢0s(2B))+sin*(A+ B)

COS p.cosq

- 1-cos(2A) +1—cos(2 B)
2
< [sin®(A) +sin’(B) +sin*(A+B)

+sin’(A+B)

Septembre 08
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EXTRI256 — FPMS, Mons, 2002

Dans un triangle ABC, on a:
-AC =CB
- M étant un point de la droite AB : AM = 2MB et MC perpendiculaire a AC
- Résoudre le triangle connaissant AC (qui vaut 3 métres)

Solution proposée par Steve Tumson

50,00

. |AC=CB=3= A=B<90°
Données:
AM =2MB
. AM cos(A) = AC
Dans le triangle rectangle AMC:
ACtan(A)=CM
Dans le triangle MBC :

2
CM? =CB? + MB?-2xCBx MBxcos(B) < AC? tan®(A) =CB? + AM

—CBx AM x cos(A)

2
& ACZtanZ(A)=CBZ+#—CBx xcos(A)<:>9tan2(A)=9+L2—9
4cos”(A) cos(A) 4cos”(A)

o tan’(A) = <:>sin2(A)=%<:>sin(A)=i o |A-B-30=[c=120°

N |-

4cos?(A)

~am=AC _ 3 L awm -23=>MB=3=|AB=33
cosA f3/2

17 Septembre 08
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EXTRI257 — EPL, UCL, Louvain, septembre 2008

Si dans un triangle on connait a, b et A, il existe deux solutions : le triangle AB'C et le triangle AB"C.
1. Calculer la différence AB'- AB"
2. Calculer l'aire du triangle B'CB"
3.Si C' et C" sont les deux valeurs de C, montrer que :
tan A= cotﬁ

Solution proposée par Steve Tumson

1.
n H 2 ain?
ABIC > & B ABT G agrc S DINA L osagre o i DSITA
sinA sinAB"C sin ACB" a a
*CB"B'=CB'B"=180°~ AB"C =>sin AB"C =sin AB'C «> c0s AB"C = —cos AB'C
ACB'B' >3 __B'B
sinAB'C sinB'CB"
: 2 cin?
*sin B'CB" =sin (180° — 2AB'C) =sin (2AB'C) = 2sin (AB'C )cos( AB'C) =2 25N A fl—b sin” A
a a
. ’ b%sin® A
.o 2bsinA,[1- 5 22
— g 2SiNBCBT_ 2o B"B':2a1/17b SIN° A _ 2/ —b7sin? A
sin AB'C bsin A a
a
2.
Airezw

Grace aux relations du point précédent, on peut aussi trouver que :
asin ACB" _asin(180°~A—AB"C) asin(A+AB"C) a(sin AcosAB"C +cosAsin AB"C)

— AB"= - - - = ;
sin A sin A sin A sin A
2 ain?
AB"—a[ gl—b S|r21 A+bCOSA]—\/aZbzsin2A+bcosA:> AB'=+/a’-b*sin? A+bcos A
a a
— CH =bsina

=|Aire= bs'zn A(\/a2 —b?sin? A+bcos A)

3.
Ici, , 'angle noté C' est donc I'angle ACB" et I'angle noté C" est I'angle ACB"
AAB'C — tan A=tan(180°-C'- AB'C) =—tan(C'+ AB'C)

AB'CB"—»C'-C"+2AB'C =180°< AB'C =w=90°—c—+%

:>tanA=—tan[C'+9O°—g+E)=cot(C'—g+gj@ tan A:cot[curc"j
2 2 2 2 2

17 Septembre 08
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EXTRI258 — EPL, UCL, Louvain, septembre 2008

Vrai ou Faux ?

1) Dans un triangle la somme de deux angles quelconques est toujours supérieure ou égale a 60°

. 2cosa—4sina - .
2) L'expression ———  est positive dans tout l'intervalle 0 <a <z /4
cosa

3) L'équation suivante a une racine double en x pour toute valeur de I'angle ¢
cos(2¢)+1
5 =

x> +2XC0S @ + 0

4) Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si sin® B+sin®C =sin® A

Solution proposée par Steve Tumson
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1) FAUX
On peut en effet reformuler l'affirmation comme suit :
Dans un triangle un angle quelconque est toujours inférieur ou égale a 120° ; ce qui est absurde.

2)FAUX
2cosa—4sina
cosa
eten 7 /4 elle vaut 1, il y a une racine dans l'intervale 0 < a < 7/ 4, l'expression n'est donc pas toujours positive

2(1-2tan a) — J une racine quand tana = % puisque en 0 la tangente est nulle

3) VRAI

cos(2¢)+

1
X2 +2XC0S ¢+ =0 X*+2xc0sp+c0s° p=0= p=4cos’ p—4cos’p=0 VpeR

4) VRAI
sin? B+sin’C =sin? A< sin® A—sin? B=sin’C

— (sin A—sin B)(sin A+sin B):(ZCOS(A; Bjsin(A; BB(%M(A; Bjcos(A;BD
=(28in(A— BJCOS[%JJ(ZSM(A; B}“(#D =sin(A-B)sin(A+B)

=sin(A-B)sin(A+B)
—sin*C =sin?(180°— A—B) =sin’(A+B)

= Il faut donc sin(A—B)=sin(A+B)
— A+B=A-B+k360° < 2B =k360° < B =k180° — Impossible !
— A+B :180°—(A— B)+k360° < 2A=180°+k360° = A=90°

17 Septembre 08
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EXTRI259 — EPL, UCL, Louvain, septembre 2008

On cherche la plus petite tente de camping possible dans laguelle on peut poser une boite cubique de (1m)x(1m)x(1m).
La section de la tente est un triangle isocéle avec un angle « a la base.

On vous demande de trouver la hauteur H et la longueur L tel que le volume de la tente qui puisse contenir exactement
la boite, soit minimal.

Solution proposeée par Steve Tumson

I+
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Le probléme peut se résumer a un probléme plan. En effet, le volume de la tente est directement proportionnel a la longueur L
et cette longueur n'intervient pas dans la section de la tente ! Pour minimiser le volume, il faudra donc prendre L le plus petit

possible, donc prendre

Il suffit maintenant d'optimiser la section de la tente, c'est a dire trouver une hauteur qui optimiserait celle-ci.

AAMP—)tana:w:io AP:i
AP AP tan o
= AB=2AP+1= 2 +1
tan o
SQ tana

AMSQ > tanag=——=2S5Q < SQ=——
Q @=17,-2R= =7

- SH =SQ+1=ta$+1

= S(a):%ABxSH :%[%+1)(m%+1j
an o

Le minimum est atteint quand la dérivée sannule :

ds -
10w Y aratare 50 e )
da 2\ tan® a.cos” a 2 2\tana 2c0s° o

-2 N 1
tan® a.cos’a  2cos? &

=0otan’a=4=tana=+2

=|=63,4°] ou  a=134,3°— Arejeter

:SH:h:tagaH@

d’s(a)  d[1 -2 tana 1 2 1 d[ -1 1
o —| = 5 5 +1|+—= +1 5 =—| =+ 5
da de| 2\ tan” a.cos” a 2 2\tana 2c0s° a da|sin“a 4cos*a

2cosa sina
=—_*t 3
sina 2c0s”

— Pour « dans le premier quadrant du cercle trigopnométrique, sin et cos sont positifs, et on a donc :
d’s(a)

g >0 pour & =63° = C'est bien un minimum !
(24
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